FONKSIYONLARDA LiMiT

Soldan ve Sagdan Yaklagma

veseeen Pr R,

x dediskeni a reel sayisina, a dan klglik degerlerle
yaklagiyorsa, bu tir yaklagmaya soldan yaklagma
denir ve x — a~ seklinde gosterilir.

x degiskeni a reel sayisina, a dan biylik degerlerle
yaklagiyorsa, bu tir yaklasmaya sagdan yaklagma
denir ve x — a* seklinde gosterilir.

ORNEK 1

f:R—R, f(x) =3x—1 fonksiyonunda x, 2 ye sag-
dan ve soldan yaklagtiinda f(x) kaga yaklagir?

Goztim

X, 2 ye soldan
yaklagyor
>R

X, 2 ye sagdan
yaklagiyor
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f(x), artarak'
5 e yaklagiyor
O halde, f(x) = 3x — 1 fonksiyonunda x, 2 ye
sagdan ve soldan yaklastiginda f(x) 5 e yaklagr.

f(x), azalarak
5 e yaklagiyor

Bu durumu, f(x) =3x -1 fonksiyonunun grafigi
Gzerinde de gdrelim.

f(x)=3x~1
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Grafikte de gorildigi gibi, x — 2~ igin fonksiyo-
nun degeri 5 sayisina yaklagmaktadir. 5 sayisina
f fonksiyonunun x =2 noktasindaki soldan limi-

tidenir ve lim f(x) = 5 geklinde gdsterilir.
X—2"

I
+

Ayni gekilde, x — 2* igin fonksiyonun degeri 5
sayisina yaklagmaktadir. 5 sayisina f fonksiyo-
nunun X =2 noktasindaki sagdan limiti denir ve

lim f(x) =5 seklinde gosterilir.
x—2*

LiMiT

x degiskeni a ya soldan yaklastiginda (x — a~) f(x)
fonksiyonu da L, reel sayisina yaklagiyorsa “f(x) in

x = a daki soldan limiti L, dir." denir ve lim f(x) = L

seklinde gosterilir. e

x dediskeni a ya sagdan yaklagtiginda (x — a*) f(x)

fonksiyonu da L, reel sayisina yaklagtyorsa “f(x) in

x = a daki sagdan limiti L, dir." denirve lim f(x) =L,
x—a"

seklinde gdsterilir.

% Soldan limit, sagdan limite esit ise fonksiyonun

limiti vardir. Farkl ise fonksiyonun limiti yoktur.

lim f(x) = lim f(x) =L ise limf(x) =L dir.
Xx—a x—at X-—a

lim f(x) = lim f(x) ise limf(x) yoktur.
X—a~ x—a" X—a



ORNEK 2

1.

lim f(x) = L AY
X—a
lim f(x) =L
x—a’
limf(x) = L
X—a
lim f(x) = L,
X—a
lim f(x) = L,
x—a*
lim f(x) yoktur.
X—-a
lim f(x) = L,
X—a
lim f(x) = L,
x—a*
lim f(x) yoktur.
X—-a
lim f(x) = L
X—a
lim f(x) = L
x—-a*
limf(x) =L
X—a
f:[ay, a) = Rise AY
limf(x)= limf(x)=L, L
X—8y x-ai'
lim f(x) = lm f(x) = L,
X—a X—ap - i
seklinde belirlenir. P
a, noktasindaki limit, 4 % %

sadece sagdan limitle
belirlenir. a, noktasindaki limit, sadece soldan li-
mitle belirlenir.

lim f(x) = 4o AY
X—a

f(x)
lim f(X) = =co ‘
x—a*
limf(x) yoktur. 0 a A
X*a()y // ]

lim £(x) = —eo y

lim f(x) = +eo
x-a* L f(x)

lim f(x) yoktur. 0
X—a

8. lim f(x) = +e
X—a ) .
lim f(x) = 400 * |
x~a* £

lim f(x) = 400
X-a

9. lim f(X) = =00

X~a

lim f(x) = —oo
x—a"

lim f(X) = =00
X~a

ORNEK 3

1. lim #(x) = o

X= =00

limf(x)=b

X=x

2. lim f(x) = —co

X——

fim f(x) = b

X—~00

3. lim f(x)=b

y
X===—00 f(X)
lim f(x) =
X -0
-
o X
4. lim f(x) =b Y
X-—+—00
lim (x) = —o N, . S
R _—N\ X
0 \ 4
f(x)
ORNEK 4
3x-1, X <3 ise
f(x) = 2, x=3 ise
2X + 2, X>3 ise

fonksiyonu veriliyor.
a) lim f(x) degeri kagtir?
X—-3

b) lim . f(x) degeri kagtir?

X —3
c) f(3) kagtir?
d) lim f(x) degeri kagtir?

X~ 3



c6z0Mm :
a)  lim f(x)=lim (3x—1)=3.3—1=8

x=3" x-3"
b) lim f(x) =lim 2x+2)=23+2=8
x-3%  x-3t
c) f3)=2
d) lim f(x} =lim f(x) =8 oldugundan
x—-3"  x-37"
lim f{x) =8 dir.
x—-3
ORNEK 5

Yukanda grafigi verilen y = f(x) fonksiyonunun x in
-3, -2, -1, 0, 1 ve 3 degerlerinden bazilan igin var
olan limitlerini bulunuz.

ORNEK 6

. ,
4
3
J 2
\2 4
0

-3 >

Yukarida verilen f(x) fonksiyonu igin -4, -3, -1,
0, 2, 4 ve 5 noktalan igin var olan limitler toplami
kagtir?

ORNEK 7

Yukandaki gekilde f(x) fonksiyonun grafigi veril-
mistir.

Buna gore, asagidaki

a) Iim f(x) b) lim {(x)
x—>-3" x—-1"
c) lim f{x) d) lim f{x)
x—-1" x—2"

e) lim f(x) f) lim {{x)
x—27 x—2

degerlerini bulalim:
LiIMITLE iLGIiLI OZELLIKLER

AcR, aeR, LeR, L,eR, f:A-R
g :A— R olmak lzere, ,
imf(x) =L, ve limg(x)=L, ise
X—a X—a
1. ¢ € R olmak lzere,
limc=c, lim[c.f(x)] = c.limf(x)

X—a X--a X—~a

2. lim[f(x) + g(x)] = limf(x) + limg(x) = L; + L,
X-a X—-a X—-a

3. lim[f(x) ~ g(x)] = imf(x) - limg(x) = L, - L,
X—a X—-a

X—-a

4. lim [f(x).g(x)] = lim f(x). im g(x) = L,.L,
X—a X—a

X—a

5. g(x)=0 ve limg(x)+ 0 olmak uzere,

X—a
lim f(x
. f(x) = x-.a() =_L]_
x—a 9(X) img(x) Lo
X—-a

6. f(x) = ax" +a, x" + ... +a,x +a, ise
limf(x) = f(a) dr.
X—-a

ORNEK 8
1. lim7=7
x—-5

2. Ilimb5x=51lmx=53=15

x—-3 X—-3

3. Im@B8x +5)=Ilim3x+ Iim§6=32+5=11

X—2 X2 X—2
4. im[(x2 +2).(x + 3)] = lim (x2 + 2). lim (x + 3)
x—0 x—0 x~0
= (0% +2).(0 + 3)
=6




lim (x® — 2
ip Ok )_22—2_4—2_1
im(x+2) ~ 2+2 ~ 4 ~ 2
X2

3 :l_rr\z X+2

6. lm@B3x®+4x+1)=312+41+1=8

x—1
ORNEK 9
lim [ x2—3x +1) +(x —2 2]

X—3 ( ) ( )
ifadesinin degeri kactir?
¢cOz0Mm : .

lim [x2—3x +1 +x2—4x+4]

X -3
=lim [2x2—7x +5]

X -3

=lim 2x2 —lim 7x +1lim 5
X3 X -3 X -3

=2lim x2—7lim x+lim 5
X =3 X-3 x-3

=2.82-7.3+5
=18 -21 + 5 = 2 bulunur.
ORNEK 10

im 2x2 —3x +1
cOziM :

2
im 2x°—3x +1
X — 2 3x—3

ifadesinin degeri kactir?

lim @x2 —3x + 1)

X - 2
lim (3x —3)

X—2

lim 2x2 —lim 3x +lim 1
—_x=2 X — 2 X —2
lim 3x —lim 3
X =2 X =2

2lim x2—3lim x +1im 1
—Xx=2 X—2 x-—2
3limx—lim3
X—-2 x-2

_24-32+1_3

32-3 3
=1 bulunur.
UYARI:
Bir fonksiyonun kritik noktalarinda limit soruluyorsa, bu
noktalarda sagdan ve soldan limite bakilir.

Kritik noktalar:

a) Kesirli fonksiyonlarda payday: sifir yapan degerler,

b) Pargal fonksiyonlarda fonksiyonun kuralinin degisti-
gi (parcalandigi) noktalar,

¢} Mutlak deger fonksiyonunda;
y = [f(x)| fonksiyonunda f(x) = 0 yapan degerler,

ORNEK 11

X2 , X<O0
f(x) = 1 , X=0 olduguna gdre,
-x+2 , x>0

asagidaki limitleri (varsa) bulunuz.

a. lim f(x) b. limf(x)
X——1 x-0

Cozlim

c. limf(x)
x-3

Ar y
f(x)

a. lim f(x) = lim x2
x—-—1 x——1

= (1)

=1
b. x =0 kritik nokta oldujundan soldan ve sag-

dan limitlerine bakilmalidir.

lim f(x) = lim x2

x-0" Xx—-0"
= 0?
=0

lim f(x) = lim {~x + 2)

x-0" x—-0"
=-04+2
=2

lim f(x) # lim f(x) oldugundan

x—-0" x-0%

lim f(x) yoktur.
x-0

c. limf(x) = lim(~x + 2)
Xx—3 x—-3

==3 4+ 2

= =1

7. fim [f(x)| = |Iim f(x)|
X—a X—a

ORNEK 12

lim|x2 — x — 3] limitinin degeri kagtir?

x—1




Coéziim
lim{x2 — x — 3| = |lim (& ~x—3)
x—1

x—1
=12-1-3|=|-3|
=3 bulunur.
ORNEK 13
f(x) = (2x + 1).[x + 3| + 4 ise Iimsf(x) limitinin dede-
R
ri kagtir?
Coziim
lim f(x) = lim (2x + 1). lim [x + 3| + lim 4
X-—5 X—=5 x—~-5 X—-=5
= (2.(-5) + 1).|£n35(x+3)| +4
=(-10+1).-5+3| +4
= (-9).1-2| + 4
=(-9).2+4
=-18 + 4
=-14 bulunur.
ORNEK 14

im (|x—=3]+x2—x—-12])
Xy 2

degeri kagtir?
Coziim:

im ([x=3]+ [xF—x =~ 12])
X—2

=|2-3|+|22-2-12| = |=1| + =10} = 11

ORNEK 16
X2 —7
lim -l—-——l limitinin degeri nedir?
X2 x+1
Coziim
lim{x® -7
im 22=71 Ml |
x.2 X+1 7 lim(x+1)
X2
-7 sl
T 241 8
3
=3
=1 bulunur.
ORNEK 17
im X1
=31 X~

dederi kactir?
Cozim:

x =1 payday ve mutlak dederin igini sifir yaptigindan
saddan ve soldan limitine bakalim.

x=t1]_1t=1]_[0"]_0"

lim =1
x=1t X=14*—1 0" 0"
im0

.
—mwgn-ﬁ-—f
x—1- X—1 17—1 0~ 0

veya

Xx— 1t igin |[x—-1]=x-1

x— 17 igin [x-1]=—x+1
X1+ X— x>t X—1
im P g Xy
x—1= X x—1— X~

Sagdan ve soldan limitleri farkli oldugundan x=1 nok-
tasinda limit yoktur,

ORNEK 18

2
fim X -4]
X—3—2F X + 2

degeri kagtir?
Coziim:
X -2 2

R R

x==2%igin [x*—4|=—x+4 tir.

x2—4

2
im X4 -4
xy_2t X+2 o+ X+2

- m = x—-2).(x +2)
x—=-2% (x+2)

Cim [~ (x-2)]= lm (2-x)=2-(-2)=4 olur.

x—p-2% x—-2%
ORNEK 19

Ornek:

. ( X (x| )
fim 5 +
X—0" |X + X} [X+1|

degeri kactir?

Coziim:

lim (_______x + 1] )m {—x + Il )
x>0 =\ XX X1 T 0=V X E[x+T] [x+1]

X - 07 igin |x]| =-x ftir.

" X -X ! -1 X
= [im + = lim - -
woo-\=Xx+1]  [x+1] /) 4 o-\Ix+1] |x+1]

= Iim.( -1 0 )=(ﬂ—2)=—1 dir.
v so-\[0+1] [0+1] 11

8. ¢ € R* olmak lizere,

lim 1(x)
lim ¢'®) = gx-a

X-a




ORNEK 20

§m 252 fimitinin degeri kagtir?

Xx—-3
dzim
¢ lim (@ —x—2)

fim 22 = g
X—-3 2
o2 _ 5932 _ o4

=16 bulunur.

9. n bir tek dogal say! ya da n bir gift dogal sayi ol-
dugunda a nin bir komsulugunda f(x) 20 ise

imn/f(x) = n/limf ir.
)!lina,/(_x) "/,!'.ma x) dir.

ORNEK 21
limy/x%+5x—2 limitinin degeri kagtir?
X=1
Coézlim
limy/3®+5x—2 = /Iim(x2+5x—2)
x—1

x—1
=/1?+51-2 = /4

=2 bulunur.

ORNEK 22

lim 3/x2+4x—2 limitinin degeri kagtir?

X——1
Cdztm

lim 33 +4x—2 = /nim 0 +4x—2)
X

X—=—1

-1

= 3/(—1P+4(-1)-2

=31—4-2
= 3/=5 bulunur.
ORNEK 23

im /x2+9 +lim /x2—25

Xx—4 X - 13
ifadesinin degeri kagtir?
cOZUM :

lim x%+9) + | lim (x*—25)
X —4 X — 13

:/ lim x2+0im 9 + [ lim x2—lim 25
Vx4 X -4 x=-13 x-13

=/16+9 + /169 —25
=/25 + /144

=5+ 12 =17 bulunur.
ORNEK 24

: %43
fim (V2x2+4x+3+2m)

X3 1

degeri kactir?

Cozim:

%43 143

fim (v2x2+4x+3 +25<?)=1[E_.13+4.1 +342' 1

x-%1

=v/0+22=34+4=7 dir

10. lim [log,f(x)] = logy[ lim f(x)]
X—-a X—a

ORNEK 25

lim [logg(x2 + 1)] limitinin degeri nedir?
X=3

Coziim
lim [logg(x? + 1)] = loggf lim (x2 + 1)]
x—3 x—3
= logs(32 + 1)
= logs10 bulunur.
ORNEK 26

lim [log(x3 + 2)] limitinin degeri kagtir?
X=2

Codzim
lim flog(x® + 2)] = log[ lim (x® + 2)]
X2 X—2
= log(2® + 2)
= log10
=1 bulunur.
ORNEK 27

lim[[2x = 3 + logy(5x + 3)] limitinin degeri nedir?

x—1

Gozim

im[ |2x=3}+l0g,(5x+3) ] = lim |2x~3|+ limlog,(5x+3)
x—1 X—-1 x—1

=]2.1 = 3| + logy(5.1 + 3)

= [-1] + log,8
=1 + log,23
=1+ 3.log,2
=1+3

=4 bulunur.

11, Trigonometrik Fonksiyonlarin Limiti

a € R olmak iizere,

¢ [imsinx = sina
X-—-a

» limcosx = cosa
X—a

s limtanx = tana, (cosa = 0}
X—a

* |imcotx = cota, (sina=0)
X—-a




ORNEK 28
- . T 3
1. lim sinx = sin— = [—
p 3 2
i
" 2% 1
2. lim cosx = cos—-é- w—r
an
X~ 3 i
3. lim tanx = tan—4— =1
s
cos i
4. lim cotx=cot%=——2—=2-0
% sin L
X=2 2
/1
sinx—1 sin & —1
B I cosx—y3 n
n s
X~g cos & 3
1
3
EA
1
2 1.2 1
AT2E
2
ORNEK 29
lim M ifadesinin degeri kactir?
x - & 2cosx+1
6
ORNEK 30
. tanx —3 . - - s
| ————_jfadesinin degeri kactir?
x . E 2cotx—1 9 v
4
cHzum :
Iimn tanx —3 n_g
2I|mncotx =1 5 cot™ —1
Y
13_—2_
51 1 2 bulunur.
ORNEK 31
lim tanx limitinin degeri (varsa) nedir?
n
X=g
Cozim

£ —an—>X

Yukarida f(x) = tanx fonksiyonunun {—1 iﬂ;]

araligindaki grafigi gizilmistir.

Bu grafige gore,
lim tanx =0, lim tanx = —
- +
x—? x-.—é-

lim tanx # lim tanx oldugundan
- +

X— X—>5

22

2 2
lim tanx yoktur.
-4
: 1 400 , N pozitif gift sayi
12. lim = !

x—a (x—a)" yoktur , n pozitif tek sayi
fim =0, (ne ZY

X—Foo (X —a

ORNEK 32

Asagidaki limitlerin degerlerini (varsa) bulunuz.

] . |1 : 1
a. lim— b. lim — ¢c. lim —
x—0 X —00 X——c0
Coézim
- +
PN o
0 10-1% | 10-10 | 10~
tanimsiz| 1079 ( 101 | 10
é;g, 1 10 100 1000 e
1 o M s 0% .
% BRIET 100 | 7000 0
%1 -1 | -0 [ -100 | 1000 —
gf,i -1 . 4 ! ) -0

% 10 | 100 | 1000

1
O halde, f(x) = T in grafigi agagidaki gibidir.

AY




Grafikten de gorildigi gibi;
1 1 1 1
a. Ilm_=—=‘-°°, Ilm—=—=oo
x—-0" X 0 x—-0* X o*

1 1 1
lim — # lim — oldugundan, Itm— yoktur.
x-0" X x.o*X x—~0 X

b. lim l =0 c. lim % =0 bulunur.

X—=o0 X——00
ORNEK 33
Asagidaki limitlerin dederlerini (varsa) bulunuz.
y 2 " 2 " 2
a. lim—= b. Im——s ¢ Ilm —
-9 X=3 o Rosapo =0
Cdzim
f(x) = ;—_2_'—3 nin grafigi asagidaki gibidir.
M
0 #\ .
Buna gdore;
a. lim —2—-—2—-.-°° lim 2 _i_,o
C a3 X—=3 o : x.3t X—3 T ot

lim —3-—:# lim — < oldugundan,
x-g X=8 " g X=3

lim i yoktur.
x-3 X~

2 2
b. im —==0 e¢. lim ——= =0 bulunur.

X0 X3 U <
ae R ve a0 olmak tzere,
a 0
L[] —=1’ —=0, a oo =t
a a
L] o.°+oo=oo' 00,00 = o0
. a a
* a>0 ise e ol e b S
0 0
a
— -0, — o0, .00 )0
0
. a a
a<0 ise Yy, Y
a a
a
— =0, — 9 =c0, 30— =—co
o
0 0
® ——:—)0, — -0
0 0
a = o*
s — , —— ifadeleri tamimsizdir.
5" 0 * g had .
ot [} AT
¢ —  Qo, —, o—00, 1 belirsizliktir.
o* 20

ORNEK 34
Asagldaki limitlerin degerlerini (varsa) bulunuz.

a. lim— b. Ilim — c. lim —
x-0 X2 X -0 X2 X—— X2
Cozim
f(x) = ;12— fonksiyonunun grafigi agagidaki gibidir.
AY
0 »X
Buna gore;
a. lim SO, Sy e
Tx=0-% (0P o0
1 1 1
lim — = ——= = — = = oldugundan,
x—0* x2 (0+ )2 0+ g
1
im — =< dur.
X—0 X
1 1
b. Im—=—=0
X—cu X2 co
1 1
X——0o0 )C2 o
olarak bulunur.
ORNEK 35
lim 5 limitlerin degerlerini (varsa) bulunuz.
x-3 (x—3)
Cozim

I|m : L = L =
3 (x—3)° (o*)2 o*
1 1

i
x-l.n;* x-37 (0%

1
= —+ = oo oldugundan,

lim 5 =00 bulunur.
x—-3 (Xx—3)

ORNEK 36
Asagida bazi limitler hesaplanmigtir. Inceleyiniz.

1. lim _‘_2_=’_f=_.,°
x—0t X 0



2 et
X0 0
3. |im_2""=2_’°__3__°°

4. | = 2 2598
wpt =1 =1 o
. x+1 . x+1 2+1
5. lim —2——= im > = iy =
x—-2t X°—4x+4 y_.ot(X—-2) 0
z X e e
6. lim = —o00

waF 1—Inx 1—1 - 0

7. lim [1——1-]=1—0=1
X

X—=c0
. 3
8. lim [2+;—]=2+0=2

X—=o0
-2 Pf-2 -1
9. lim

ot =1 " =1 " 0F

= 00

. xP-2 22.2 4.2 2
10- llm = = = —+ = oo
x-2"[X=2] “|=—2| o] 0
13. a>1 ise
ima*=c, Ilim a*=0
X—00 X—=—00
O<a<1 ise
ima*=0, Ilim a¥X=-o
X—o0 X—=—0c0
ORNEK 37

X
lim [%] limitinin degeri nedir?

X=0o0
Cézlim
g 1 2 3 4 e
i 1 1 1 1
by — - — — -0
2 2 4 8 16

Basit kesirlerin kuvveti blylidikg¢e degeri sifira
yaklasir. O halde,

lim

X—=o0

1)
E] =0 dr.

ORNEK 38

N
lim [E] limitinin degderi nedir?
X—co
Cozim
Pozitif bilegik kesirlerin kuvveti biyilidikge degeri
de buiyir. O halde,

3 X
lim [E] = oo dur.

X—o

ORNEK 39

~X
lim [%) limitinin degeri nedir?

X—co
Gozim
o (8YF (4
nfe) -l
= oo bulunur.
ORNEK 40

lim [— %J. limitinin degeri nedir?

X—o0

Cozim
3 3 5 00
_8 |_32 0
27 | 243 2
2 4 6 - oo
A a8 B8 s
9 | B1 | 729 =

X
2] = 0 bulunur.

ORNEK 41
1
lim (5 X +2"‘+1)
X =

ifadesinin degeri kagtir?

QOZCIM :
1
lim (57+2"‘+1) =

X— o
L
=5 +27°+1
L1
Do +—+1
2@
=50+ 1 41
o0
=1+0+1
= 2 bulunur.



ORNEK 42

1
lim (7T+5x+ 1) limiti kagtir?

X = —
¢cOZUM :
1 1
lim (77+5"+1):7‘-:+5‘°°+1
X — =00
=704+ 41
503
=+ 41
o
=1+0+1
= 2 bulunur.

14. limf(x) =0 ve a nin bir komsulugunda g
X—a

\ y .
sinirh fonksiyon ise

lim [f(x).g(x)] = 0 dr.

X=—a

ORNEK 43

1
lim [x.sin ——] limitinin degen kagtir?
x-0 X

Gozlim

: et} =
imx=0 ve -1 < sm;(— <1 oldugundan,
x-0

1
yani sin; sinirh oldugundan;

1
lim [x.sin —] =0 bulunur.
x—-0 X

15. f(x) < h(x) < g(x) olmak lizere,
limf(x) = limg(x) =b = limh(x) =b dir.

X—a X—a X—a

ORNEK 44

in
hm s_nx_x_ hmitinin degeri kagtir?

X—ox
Cozim
-1 <sinx<1
1  sinx 1
e < —
X X X
" 1 . sinx v
lim|——|< lim < lim —
X~ 00 X 00 X =00

sinx

inx
0< im 22X <0 ise im == =0 dr.

X-00 X—00

ORNEK 45

COS X : T
lim = limitinin degeri kagtir?

X—=00
Goézim
—1<cosx<1
1 CcoS X 1
w— < —
X X X
lim [—1]5 i 2 2
X— X X—o0 X-oax
o< lim X <0 ise lim =X -0 dr.
X—o0 X=x X
ORNEK 46
. Sin3x . ... o
lim limitinin degeri kagtir?
X—=c0 X2
Coziim
-1 <sin3x <1
1 sm3x 1
x2 X2 x2
. sm3x
lim [ ] <\h 2
X ~+ 00 X—o00 X
. . Sin3x
0< lim <0 ise lim =0 dr.
X—= X2 X—0 X2

LIMITTE BELIRSIZLIK DURUMLARI

Limit hesaplamalarinda kargilagilan
J =
0 ) 0 ?
bigimindeki ifadelere belirsiz ifadeler denir.

©Q:==i 00} O-°°; 1”, 00: 00?

1. % Belirsizligi

Genellikle 6zdeglikler kullanilarak garpanlarina
ayrilir ve gerekli sadelestirmeler yapilarak sonug
bulunur. Bunlar saglanmiyorsa tirev konusunda
anlatacagimiz L'HOSPITAL yéntemi kullanilir.

ORNEK 47

lim —xz_i limitinin degeri nedir?

X—1
Cozim
im(x2-1)=12-1=0, lim(x—-1)=1-1=0
x—=1 x-1

oldugundan % belirsizligi vardir.

Ilmx21 fim XN &x+1)
vt X—=1 iy x—1

= lim(x+1)=1+1=2 bulunur.

x—1

10



ORNEK 48

x> -8
lim ——— limitinin degeri nedir?

x-2X°—4
Cozim
im(x3-8)=23-8=0, lim(x2-4)=22-4=0
X—2 X—2
g ¢ —
oldugundan 0] belirsizligi vardir.
. xX3-8 . (x—2)(P+2x+4)
lim = lim
x-2X2—4 x-2 X—2)(x+2)
i X2 +2x+4
- x'ﬂ, X+2
24+22+4 12
= —2_*_—2‘ = T =3 bulunur.
ORNEK 49
. SN s . ’
lim ——— limitinin dederi nedir?
x—Q" 1—COSX
Cozim _ '
i onx 800 0 D rewenn

<ot 1-COSX ~ 1-cos0 ~ 1-1° 0

o sinx - sinx. (1+cosx)
xot 1-€0sx ~ " (1—cosx).(1+cosX)

. sinx.(1+cosx)
lim >
x—0% 1—cos“x

. sinx.(1+cosx)
lim —
x—0* sin“x

. 1+cosx
lim ————
x—0* sSinX

1+cos0 _ 1+1
sin0 o*

= oo bulunur.

ORNEK 50

: Cos 2X
Iim ——————
7 COsX—sinx

X—

4
Cozim

limitinin dederi nedir?

T

lim cos 2x ere 0

x COSX—sinx ~ s -0
Xy 4 4

belirsizligi

: cos 2x . cos?x—sin’x
im ————= M ——————
x COSX—sinx x COSX-—sinx

X—-T X‘T

lim (cos x—sinx).(cosx+sinx)
i cos x—sinx

X——

4

lim (cosx + sinx)
F

X——

p

=cos” +sin
4 4

2 2
2t

= /2 bulunur.

ORNEK 51

. sinx .., ; ”
lim — limitinin degeri nedir?
x-0 %

Cézliim

| sinx sin0 O BeliiaalinEva
lim = -5 =g elirsizligi var.

O merkez
[DB teget
m{Bﬁ‘fJ) =X
|BC| = sinx
|OC| = cosx
|BD| = tanx
A(GOCB) < BOA daire diliminin alani < A(BOD)

locl.IBC| arx  |OB|.|BD|
2 <27 <7 2

COSs X.sinXx < X < tanx
2 2 2

sinx / 1

COs X sinx

X 1
COSX<——<
SinX COs X

cosXx.sinXx<xX<

1 sinx
>
COS X X

>C0osX

] 1 . Ssinx )
lim > lim > lim cosx

x—-0C0SX 4 .o X x—0
. sinx . sinx .
1> lim —— > 1 oldugundan, lim ——=1 dir.
x-0 X x-0 X

11



sinx X
* | = | — =
Sl K x—-0 SiNX
. tanx i X
lim = lim =1
X—0 X x_otanx

% limf(x) = 0 olmak iizere,

lim

x—a Sin(nf(x)) — ,_, tan(n.f(x))

X—a

. sin(mf(x)) m.f(x) m

Ry T Ry Y 1 Sy

. tan(mf(x)) . mi(x) m

Im =510 - M anmfe) -
tan(mf(x))

lim =

sin(mf(x)) m
n

ORNEK 52
.osin(x—1) . ... ; i
lim sinpe=1) limitinin degeri nedir?
x-1 X=1
Coézlm
Xx=1=3x31)->0, x-1=0
Ll | T L
X—1 x—1 a-0
oy 200 4 i
X1 X—1
ORNEK 53
. osinpC-4) .. ..
lim ( ) limitinin degeri nedir?
Gézim
sin(®—4) . sin(t-4).(x+2)
m=—==z =M ==%.x+2)
| sin(x®—4)
= lim|————=. (x+2
x-2| xX°-4 ( )
. sin(®-4)
= lim ——=. lim (x + 2
x=2 Xe—4 xl—rrIZ( +2)
=1.(2+2)
=4 tur.
ORNEK 54
Im——2__ Hmitinin degeri nedir?
L tan 2x—10) g '
Coézim
i (i
o tan(@x—10) ~ . tan2 (x—b5)
t
= “2— dir.

ORNEK 55
. 2

limitinin deg@eri nedir?

ORNEK 56

sin 3x + tan 4x

lim limitinin degeri nedir?

x-0  Sin2x

Cozim

tand4x

. sin3x+tand4x [ sin3x
im———5—=Ilim|—=
x—0  Sin2x x—ol Sin2x

+ —
sin2x

ORNEK 57

ORNEK 58

1
sin—
lim X
Yoo O
X

limitinin degeri nedir?

12



Coziim

.1
sin —
xli_[noo 3 X - S—'gg = % belirsizligi
X

1 1
—=t olsun. X > ise —=t—0
X X

sin— ;
. sint
X~ lim

Xll-[noo 3 N t"—-O 3t
X
e bulunur.
< unu
ORNEK 59
im A= Y1=x
lim e limitinin degeri nedir?
x—0
Goézim
- 1=-3A—x 1-¥1=0 o _ . ..
;!'I.“o = =30 =0 belirsizligi
YiXx=t=1-x=13, x>0 ise t—1
=>x=1-1
_3A4=
. 3M—x s 1-t
x-0 X ~13(1-1%)
. 1-t
= lim 5
t-13(1-H(1+t+1t°)
1
o T
t=13(1+t+1°)
_ 1
3.(1+1+ )
1
= '§' dur.
ORNEK 60
X—¢X
im —— x2 ifadesi hangi reel sayiya esit olabilir?
x—1 =
Coziim
lim(x2—1) =0 oldugundan, Ilm(x J/X+n)=0
x—1 x—1

olursa % belirsizligi olugur. Bu belirsizligi gide-

rerek verilen limitin reel say esitini bulabiliriz.

|im(x—,/x+n)=0=>1—./1+n=0=on-0
X—

fim 2= /X i JX(/x—~1)
x—1 X2—1 1(X+1)(x—1)
= lim Sx(/5—1)
x—1(X+1) (/X +1) (/x—1)
. /X
g T
M
T (A1) (/THY)
=°21_—2'=Z bulunur,

ORNEK 61
Iim SINX—-C05X

(«,x tanx-1

limit degerini bulalim,

Coziim
sin®—cos X
lim sinx—cosx= 4 4.0
xox tanx-1 tan® _1 0
4 4

belirsizli§i vardir.

Bu durumda tanx=->nX esitligi kullamlarak
cosx

ifade sadelegtirilirse

lim SiNX—CcosX  SiNX-—cosx
«on tanx-1 sinx _4
cos X

- lim S!I"IX—COSX
n SINX—CO058X
4 cos X

x>

= lim cosx
2T
4

=cos ™
4

_¥2
T2

bulunur.

o0 bk s
2. — Belirsizligi
o0

% ne N olmak lzere
f(x) =ax"+a, X"+ +ax+a
polinom fonksiyonunda,

lim f(x) = lim (ax")

X=——00 =~
lim f(x) = lim (a,x")
X—00 X—oo

* m,ne N olmak {izere

ax"+a,_ X"+ .. +aX+ g,

f(x) =
B X™ + By X™ 1 + ...... + byX + by
0 , n<m ise
lim f(x) = 20, , n=m ise
X—oo bm
o veya—c , N>m ise

13



ORNEK 62
lim (4x3 = x2 + 3) limitinin degeri nedir?
X =00
Géziim
lim (4x3 = x2 + 3) = lim x3[4——1-+33]
X—~00 X—00 X X
= 3.(4 -0+ 0)
=004
ORNEK 63
lim (2x5 + x2 = 1) limitinin degeri nedir?
X—=—00
Gozim T 4
lim (2x5+x2~1)= lim x5[2+—3——5]
X——00 X——00 X X
= (—)5.(2 + 0 - 0)
= (—0).2
ORNEK 64
y XY o . ;
lim —=———= limitinin degeri nedir?
sy KD
Géziim

—o0 . . e
—— belirsizligi vardir.
o]

’ 4x+1
im ———— = lim

i
XYmoo —2X+3 "“'°°x(—2+%)

4+7
= lim
"*“’°—2+§
X
4+0
S g =-2 bulunur.
4x+1 #ix+1
lim X+ 3 =
x——co ~EXF X——co BEIX +3
4
= —5 =—2 olduguna dikkat ediniz.
ORNEK 65
o BEEB e ook
lim ———— limitinin degeri nedir?
x—co ICH+1
Goéziim

o S
— belirsizligi vardir.
oo

axP+2x .
lim = lim

Xeoo 3CH+1 X <3+?)

ORNEK 66

2
lim ~— limitinin degeri nedir?

X—00

Cozlim

= belirsizligi vardir.
(e8]

o B

fim — 7= lim
X—00 X—=0o0 X [1__]

o0
= e bulunur.

ORNEK 67
i@ X3 +2x
X——00 X2+ 3

Gozim
= belirsizligi vardr.
o

limitinin degeri nedir?

XZ(HE

i XX U X))

X=—=—00 x2+3 X~—00 1_‘_1
x2

2
X+—
= lim 2
e
x2
—o0+0
T R bulunur.
ORNEK 68
LO3X+1 L. . .
lim ——— limitinin degeri nedir?
X—+00 2K2+X
Cozim
o St R
— belirsizligi vardir.
o0
X 3+l
Ol S P L |
X— 2X2+X - X—o0 X(2X+1)
3+%
= lim
e AT )
3+0
s 0 bulunur.

ORNEK 69
2x+3 o g s ;
himitinin degeri nedir?

lim ——

No—es X

Coéziim
-0 g s
—— belirsizligi vardir.
x

lim 2X_+.3.._ Im E£+_3_
py X Bl B
; [2 3}

= lim [—+—

x——oo| X X2

=0+ 0=0 bulunur.
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ORNEK 70

JAxC +x+1

e . s
1 limitinin degeri nedir”

lim

X—00

Cozim

oc T T
= belirsizlig: vardir.

lim M = Iim A
I S 3x—1
1 1
x| [4+—+—
= lim X2
ot 3x—1
ot L
X x2
= Im——"
X—0o0 X 3_l
X
1 1
4+-—+;2—
= Im
X—00 3_1
X
J4+0+0 2
= ————=— tir
3 3
Jat+x+1 . Jaxd
Im = lim
o  3X—1 e 0%
x|
= lim —
xmco X
Iim—21
X oo X
2 % : 5o
=3 olduguna dikkat ediniz.
ORNEK 71
X/AX—14+3x+1 .
lim = limitinin degeri nedir?
X——00 /X +X3—-X2+'1
¢ozim
o xCrx—1+3x+1 . xR
lim = lim —
X——00 /X +3C~x2+1 X——00 y/;z
x4
= lim
xmmoo X
= |im x_'(:ﬁ
X—=—c0 X2
-
= lim — =-1 dir.
Rmeist X
ODEV:1.—= =
2
lim IxT —-2x+2

x—e2x3 _g3x2 10

limit degerini bulalim.

2.=>=
fim —8X=2__
X \f4x2 +3

limit degerini bulahm.
3 ==

-
lim VOx© —3x+3-x
xo-e ov b vVx? _x

limit degerini bulalm,

4, ==

?/3
fim X j_1+x+1
%2 41 2x-1

limit dederini bulahim.
S=>=

lim

27 oy Vx2 19

limit dederini bulalim.

ORNEK 72

im 3?;% limitinin degeri nedir?
Goéziim

% belirsizligi vardir. Pay ve payd;ayl en bilylk

tabanli terimin parantezine alalim.

1—— 1— Ex
im ———— g-2 = lim = lim 3
X 00 3x+1+2x X— 0 X—o 2 e
3+‘3—x' 3+ -:—3-]
1-0 1
=350~3 bulunur.
ORNEK 73
5X+ +1
lim = limitinin degeri nedir?
X=—00 5 _2)(
¢ézim
0 s _— :
0 belirsizligi vardir. Kiigik tabanh terim paran-
tezine alahim. g
X i
2o
L Bttt 2
li im ————

m
B T e 55_“_1
"X
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' 2 0+2
P = =
5.[3] 1
ODEV:1.= =
x+1 X
lim 57 37

% —30a 5! _3X
limit degerini bulahim.

2.5 =

X x+1

X-—-3oo 3!—1 + 2X

limit degerini butalim.

3=>=

X x+1
lim J—2°"

X-3-eo 7X 4 OX

limit degerini bulalim.

3. o —oo Belirsizligi

Bu tiir belirsizliklerde, bazi cebirsel iglemlerle (payda
esitleme, pay ve payday eslenikle ¢arpma, ...) di-
zenlenerek limit kurallar yardimi ile ¢ézldr.

a> 0 olmak uzere,

lim /ax®+bx+c = lim [,/a.

X=oo X =0

Ll
2a

ORNEK 74
lim [ l
x-2(X—2 x2-x-2
Codzim
o — oo belirsizligi vardir. Payda esitleyelim.

ol 8 3 )i 3
o\ X—2  @—x—2) " cralx—2 G-2Dx+1)

] limitinin degeri nedir?

< i Xx+1-3
- x_.z(x—2)(x+1)
1

= lim —
wso X +1

‘ —

+1

bulunur.

W= N

ORNEK 75

lim (./xz +4x+1 —x) limitinin degeri nedir?

X—00
Gozim
e — oo belirsizligi vardir.

lim J/ax2+bx+c = lim /5.x+% ise
X—o00 X—00

4
lim (Jx2+4x+1—x)= lim | /T .|x+—=—|—x
X—00 X— 00 2'1

lim (|x + 2| = x)

X—00

= lim (x +2-x)

X—oo
=2 bulunur.
ORNEK 76

Iim[ LIS J
x22\x-2 x%+x-6

limit dederini bulalim.

Cozim
Iim[ 1 5 J—Iim - Xx+3-5
X920 x_2 x%4+x-6/ *22(x-2)(x+3)
(x +3)
- lim —{%22)
X202 (x—2)x+3)
= lim
x92x+3
1
=— bulunur.
5
ORNEK 77

lim (/5x+1-,/3x=1) limitinin degeri nedir?

X0
Co6zim
o = oo belirsizligi vardir. Eslenidi ile ¢arpip béle-
lim.

lim (/5x+1-/3x=1)
' (/Bx+1-/Bx—=1) /Bx+1+/3x—1)
= Jox 1+ /X =1

- T 5x+1—(3x—1)
T oo VBX+ 1+ /3x—1

5x+1-3x+1

lim 3 3
S /i./5+7+/§./3—;
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2+2

X
X

= lim - 5
X—=0
/)_(. ,5+;+ /3—7]
2
i 2+  x.(2+0)
X— oo 5+l+ 3_1 /§+/§
X V X
= oo bulunur.
ORNEK 78
lim (/x+1=/x) limitinin degeri nedir?
X—o0
Cozlim

s — oo belirsizligi vardir.

(/XF1 - /XY /xFT+ /x)
lim (/x+1- ,/_)—Io0 g P

X - 00
RO il 2 X+1—X
-x—-oo /x+1 +/—
-
=0 bulunur.
ORNEK 79
lim (,/4x2+1+2x—1) limitinin degeri nedir?
X=——00
Cozim
e — oo belirsizligi vardir.
lim (./4x2+1+2x )= lim S|t 2x- 1]
X——00 X——00
= lim (2.|x|+2x—1)
X—+—00
= lim (—=2x+2x—1)
X——00
= -1 bulunur.
ORNEK 80
X2 +1
lim [ —X| limitinin degeri nedir?
X—=—00 x_1
Cozim
{ 3\
X2 +1
lim TR Sass e eam belirsizligi
X——00
[+ ) RH1-x(x—1)
lim ] ~X|= lim 1
RS ) X—-= X=
X2 +1—x2+x
= lim
X——00 x—1
X+1
= lim — =1 dir
e T

ORNEK 82

lim [log,(x2 + 1) — log,(9x2 — 1)] degeri nedir?
X—o0o
Cozim

oo — oo belirsizligi vardir.

lim [logy(x?+1)-logs(9x>~1)] = lim |log;—— x2+1
X—o0 X—oo Xz
= log, lim —— X +1
3X——m x2—
= Iogag = log32
=-2 bulunur.
ODEV:1.= =
fim ( 9x2 _ 3x+2 —3)()
X—yee
limit degerini bulalim.
2.=> =
lim (sz -5x+6 +x)
X——oo
limit degerini bulalim.
3 ==
fim ('\'xz +4x+2 - 3x]
X—reca
limit degerini bulalim.
4. 0. Belirsizligi
0 o0 o0
0.°°=-—1—-—o- veya 0.°°=—1-=';
) )

0
oldugundan, 0. belirsizligi o veva —23 belirsiz-

ligine dénlgturllerek limit hesaplanir.

ORNEK 83
. o BN o I "
lim {x.sin—1 limitinin degeri nedir?
X—00 X
Coziim

.0 belirsizligi vardir.

: _2) . sine N
XIT:° [x.sun7]=xh:r; 5 0 belirsizligi
X
1
sin[2.—]
X 2
= lim ———= = — =2 bulunur.
X - 00 1 _1_ 1
"X
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ORNEK 84
lim (x.cotx) limitinin degeri nedir?
x—0
Cozim
0.0 Dbelirsizligi vardir.

lim " - =1 dir.

lim (x.cotx) = lim ———= lim tanx

x—-0 x—-0 1
cotx

ORNEK 85

1
lim o (3x—5)] limitinin degeri nedir?
X— 0

Cozim
0.0 belirsizligi vardir.

) 5§ 3 .
xlgnm[— (Bx~ 5)] T T=1 dir.
5. 1= Belirsizligi

lim [1 + f(x)]8%) ifadesinde 1= belirsizli§i varsa,
X—a

lim [f(x).g(x)] = k olmak Uzere,

X—a
lim [1 + f(x)]9%) = ek dr.
X—=a
ORNEK 86
X —1
lim [1+ limitinin degeri nedir?
¥—oo| OX+1 &g
Cozim
1= belirsizligi vardr.
12x—-2
I'm[3x+1 (6x— 1)] xll:!; T =4

2 X —1
oldugundan, lim [1+ r =e% tir.
x—ool  OX+1

ORNEK 87
3x+1
. [x+3) e
lim 3 limitinin degeri nedir?
- X+ )
Coziim
X+3 3x+1 3x+1
lim = lim [1+—
Paga § & x_,m[ X+1
=1 belirsizligi vardr.
2 6x+2
lim (Bx+1){ = lim =6 ise
x_w[x+1 xvos: X1
3x+1
X+3
lim =eb dir.
x_.m[x+1

ORNEK 88
4

lim (1 +2x)% limitinin degeri nedir?
x—-0*

Cozim
1= belirsizligi vardir.

1
lim [2x. %] =2 ise lim (1 +2x)X =e2 bulunur.

x—0% x—-0%
ODEV:
l==
—1
. 4x +1 . .. . o
xlinm(—_ﬁx — ) ifadesinin degeri nedir?

A)—;— B)I1 Cle D& Eéd

2.=>=

4x —1
im (2x+5)

degeri agagidakilerden hangisidir?
A)2 B) 4 C)e? D) e® E) e*
3 ==

' 1 2)("5‘
lim (1 + )
X 3 eo 2x + 3

limitinin degeri kagtir?
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