FONKSIYONLARDA LiMiT

Soldan ve Sagdan Yaklagma

veseeen Pr R,

x dediskeni a reel sayisina, a dan klglik degerlerle
yaklagiyorsa, bu tir yaklagmaya soldan yaklagma
denir ve x — a~ seklinde gosterilir.

x degiskeni a reel sayisina, a dan biylik degerlerle
yaklagiyorsa, bu tir yaklasmaya sagdan yaklagma
denir ve x — a* seklinde gosterilir.

ORNEK 1

f:R—R, f(x) =3x—1 fonksiyonunda x, 2 ye sag-
dan ve soldan yaklagtiinda f(x) kaga yaklagir?

Goztim

X, 2 ye soldan
yaklagyor
>R

X, 2 ye sagdan
yaklagiyor

i |15[18]195|1.999 [[ 2001 [205] 22 25
{f0{ 3.5 |44 4.85|4.907 {5,008 515 |5.6{ 65

f(x), artarak'
5 e yaklagiyor
O halde, f(x) = 3x — 1 fonksiyonunda x, 2 ye
sagdan ve soldan yaklastiginda f(x) 5 e yaklagr.

f(x), azalarak
5 e yaklagiyor

Bu durumu, f(x) =3x -1 fonksiyonunun grafigi
Gzerinde de gdrelim.

f(x)=3x~1
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Grafikte de gorildigi gibi, x — 2~ igin fonksiyo-
nun degeri 5 sayisina yaklagmaktadir. 5 sayisina
f fonksiyonunun x =2 noktasindaki soldan limi-

tidenir ve lim f(x) = 5 geklinde gdsterilir.
X—2"

I
+

Ayni gekilde, x — 2* igin fonksiyonun degeri 5
sayisina yaklagmaktadir. 5 sayisina f fonksiyo-
nunun X =2 noktasindaki sagdan limiti denir ve

lim f(x) =5 seklinde gosterilir.
x—2*

LiMiT

x degiskeni a ya soldan yaklastiginda (x — a~) f(x)
fonksiyonu da L, reel sayisina yaklagiyorsa “f(x) in

x = a daki soldan limiti L, dir." denir ve lim f(x) = L

seklinde gosterilir. e

x dediskeni a ya sagdan yaklagtiginda (x — a*) f(x)

fonksiyonu da L, reel sayisina yaklagtyorsa “f(x) in

x = a daki sagdan limiti L, dir." denirve lim f(x) =L,
x—a"

seklinde gdsterilir.

% Soldan limit, sagdan limite esit ise fonksiyonun

limiti vardir. Farkl ise fonksiyonun limiti yoktur.

lim f(x) = lim f(x) =L ise limf(x) =L dir.
Xx—a x—at X-—a

lim f(x) = lim f(x) ise limf(x) yoktur.
X—a~ x—a" X—a



ORNEK 2

1.

lim f(x) = L AY
X—a
lim f(x) =L
x—a’
limf(x) = L
X—a
lim f(x) = L,
X—a
lim f(x) = L,
x—a*
lim f(x) yoktur.
X—-a
lim f(x) = L,
X—a
lim f(x) = L,
x—a*
lim f(x) yoktur.
X—-a
lim f(x) = L
X—a
lim f(x) = L
x—-a*
limf(x) =L
X—a
f:[ay, a) = Rise AY
limf(x)= limf(x)=L, L
X—8y x-ai'
lim f(x) = lm f(x) = L,
X—a X—ap - i
seklinde belirlenir. P
a, noktasindaki limit, 4 % %

sadece sagdan limitle
belirlenir. a, noktasindaki limit, sadece soldan li-
mitle belirlenir.

lim f(x) = 4o AY
X—a

f(x)
lim f(X) = =co ‘
x—a*
limf(x) yoktur. 0 a A
X*a()y // ]

lim £(x) = —eo y

lim f(x) = +eo
x-a* L f(x)

lim f(x) yoktur. 0
X—a

8. lim f(x) = +e
X—a ) .
lim f(x) = 400 * |
x~a* £

lim f(x) = 400
X-a

9. lim f(X) = =00

X~a

lim f(x) = —oo
x—a"

lim f(X) = =00
X~a

ORNEK 3

1. lim #(x) = o

X= =00

limf(x)=b

X=x

2. lim f(x) = —co

X——

fim f(x) = b

X—~00

3. lim f(x)=b

y
X===—00 f(X)
lim f(x) =
X -0
-
o X
4. lim f(x) =b Y
X-—+—00
lim (x) = —o N, . S
R _—N\ X
0 \ 4
f(x)
ORNEK 4
3x-1, X <3 ise
f(x) = 2, x=3 ise
2X + 2, X>3 ise

fonksiyonu veriliyor.
a) lim f(x) degeri kagtir?
X—-3

b) lim . f(x) degeri kagtir?

X —3
c) f(3) kagtir?
d) lim f(x) degeri kagtir?

X~ 3



ORNEK 5

Yukanida grafigi verilen y = f(x) fonksiyonunun xin
-3, -2, -1, 0, 1 ve 3 degerlerinden bazilan igin var
olan limitlerini bulunuz.

ORNEK 6

. ,
4
3
J 2
\2 4
0

-3 >

Yukarida verilen f(x) fonksiyonu igin -4, -3, -1,
0, 2, 4 ve 5 noktalan igin var olan limitler toplami
kagtir?

ORNEK 7

Yukandaki gekilde f(x) fonksiyonun grafigi veril-
mistir.
Buna gbre, asafidaki

a) lim §{x) b) lim #(x)
X—>-3" x—=-1%
c) lim f{x) d) lim f{x)
x—-1" x—2"

e) lim f{x) F) lim f{x}
x—27 X—2

degerlerini bulalim:

LIMITLE iLGILI OZELLIKLER

AcR, aeR, LeR, L,eR, f:A-R
g :A— R olmak tzere,

limf(x) =L, ve limg(x)=L, ise

X—a X—a

1. ¢ € R olmak {izere,

limc=c, lim[c.f(x)] = c.limf(x)
X—a X—a X—a

X-a

2. lim[f(x) + g(x)] = limf(x) + limg(x) = L; + L,
X—-a X—a

3. lim[f(x) -~ g(x)] = limf(x) - limg(x) = L, - L,

X—a X—a

4. lim [f(x).g(x)] = limf(x). im g(x) = L,.L,
X—-a X—-a X—a

5. g(x)#0 ve limg(x)#0 olmak Uzere,
X—-a

lim f(x)
fim ) koo L

90 imgk) L
X—a

6. f(X) =ax"+a, X" +.. +a,x+a, ise
lim f(x) = f(a) dir.

X—-a

ORNEK 8
1. Iim7=7

x—5

2. Ilim5x=5.imx=53=15

x—-3 X—3

3. Im@Bx+5)=Ilim3x+ Im56=32+5=11

X—2 X422 x—2

4. lim[(x2 + 2).(x + 3)] = lim (x2 + 2). lim (x + 3)
x—0 X—0 X~

0
= (02 +2).(0 + 3)
=6
lim (6 -2
5 limxz_z_xl-r.nz( )_'22—2_4—2_1
"o X+2  lm(x+2) ~ 2+2 © 4 "~ 2
X—2
6. lm@Bx®+4x+1)=312+41+1=8
X—1
ORNEK 9

im [ (x2—3x+1) +(x—2)2]

X—3
ifadesinin degeri kactir?



ORNEK 10

2_
im 2X°—3x +1

. . o )
T 3x—3 ifadesinin degeri kactir?

UYARI:

Bir fonksiyonun kritik noktalarinda limit soruluyorsa, bu
noktalarda sagdan ve soldan limite bakilir.

Kritik noktalar:

a) Kesirli fonksiyoniarda payday: sifir yapan degerler,

b) Pargal fonksiyonlarda fonksiyonun kuralinin degisti-
gi (parcalandigi) noktalar,

¢} Mutlak deger fonksiyonunda;
y = [f(x)| fonksiyonunda f(x) = 0 yapan degerler,

ORNEK 11

x2 , x<0
f(x) = 1 , X=0 olduguna gore,
-x+2 , x>0

asagidaki limitleri (varsa) bulunuz.

a. lim f(x) b. limf(x) c. limf(x)
X——1 Xx-0 Xx-3

7. fim[f(x)| = | lim f(x)|

X—-a X—a

ORNEK 12

lim|x2 — x — 3| limitinin degeri kagtir?

x—-1

ORNEK 13
f(x) =(2x + 1).|]x + 3| + 4 ise lim f(x) limitinin dede-

X—--5

ri kagtir?

ORNEK 14

im (|x 3]+ |x*~x~-12])
X— 2

degeri kagtir?

ORNEK 16
X2—7
lim l | limitinin dederi nedir?
X2 Xx+1
ORNEK 17
im X =11
x—=1 X -1
dederi kactir?
ORNEK 18
|- 4

iim
X—3—2F X + 2

degeri kagtir?



ORNEK 19 ORNEK 24

’ X+3
Ornek: im ( Vox® + 4x + 3 4 2%+ )
. Xy
’ X [x{ '
fim Lo
x=»0-\ |x2+ x| [x+1] degeri kagtir?

dederi kactir?

10. lim [log,f(x)] = log,[ lim f(x)]
X—a

X-—=a
8. ¢ € R* olmak (izere, ORNEK 25
Jim ¢ = c,fiﬂ fd lim [logg(x? + 1)] limitinin degeri nedir?
X—a X—-3
ORNEK 20

im 2°%2 limitinin degeri kagtir?

X—-3
ORNEK 26
lim [log(x3 + 2)] limitinin degeri kagtir?
X=2
9. n bir tek dogal say! ya da n bir gift dogal say: ol-
dugunda a nin bir komsulugunda f(x) 20 ise
i n‘/ = i i .
)!'ina o =ny JLmaf ) dir ORNEK 27
lim[[2x = 3] + log,(5x + 3)] limitinin degeri nedir?
GRNEK 21 2]
limyx?+5x—2 limitinin degeri kagtir?
X—1
ORNEK 22 11, Trigonometrik Fonksiyonlann Limiti
. 3 P . .
+4x - ri T
xllnl 1 VX2 +4x—2 limitinin degeri kagtir ac R olmak iizere,
« lim sinx = sina
X-—-a
» limcosx = cosa
X—a
ORNEK 23 * limtanx =tana, (cosa= 0)
X—-a
. P . 2
X“L“4 x“+9 ";"I%V x“—25 * limcotx = cota, (sina = 0)
X—-a
ifadesinin degeri kactir?




ORNEK 28

. . 7 3
1.  lim sinx = sin = [—
s 3 2
e
' 27 1
2. lim cosx = COS—é— = —-2—
&%,
X—=—3 .
3. limtanx= tan—4— =1
-
cos %
4. lim cotx=cot%=——2—=2-0
¥ sin - 1
=T 2
. T
sinx—~1 sin & —1
5. im - = -
x_.lcosx COS--—/§
6 6
1
1
e B L
BTTRET
2
ORNEK 29
lim M ifadesinin degeri kactir?
x - & 2cosx+1
6
ORNEK 30
lim -B7X=3 _jtadesinin degeri kagtir?
x . E 2cotx—1
4
ORNEK 31
lim tanx limitinin degeri (varsa) nedir?
n
X—=—

2

; 1 +00 , N pozitif ¢ift say!
12. lim = i
x—a (x—a)' yoktur , n pozitif tek sayi
lim =0, (ne Z%
X~ Foo (X —a
ORNEK 32

Asagidaki limitlerin degerlerini (varsa) bulunuz.

o s 1
a. lim— b. lim — c. lim —

x—0 X — 00 X ——~00
ORNEK 33
Asagidaki limitlerin dederlerini (varsa) bulunuz.

" 2 " 2 ' 2
i B = R




ae R ve a#0 olmak lizere,
a 0
L —=1’ —=0, a too = 1t
a a
® 004 00=00, 00,00=09
. a a
* a>0 $e'f:—%m, — = =00
0 0
a (o)
———90,'—'—4“, a.c0 — oo
o a
) a a
a<0 ise — =%, — o
a a
a
— 250, — 5 =c0, 200 =00
oo
0 0
b —:——)0, —:'—90
0 0
a zoo OF
s v N ad. i 2
i) 0 0 adeleri tanimsizdir.
ot o £
e , Qo 3—. oo —oo , 1% belirsizliktir.
o* o0

ORNEK 34
Asagldaki limitlerin degerlerini (varsa) bulunuz.

a. lim— b. lm — c. lim
x-0 )(2 X — 00 X2 X——o X2
ORNEK 35
lim 7 limitlerin degerlerini (varsa) bulunuz.

x-3 (x—3)

ORNEK 36
Asagida bazi limitler hesaplanmistir. Inceleyiniz.

-2 =2
1. Im—=—=-x
x—0" X 0+
2 lim "_2=i_w
x-0" X 0
3, | 2-—X=2—0___2__°°

3-x 3-0 3
4., | = = — =00
gt =1 ft=q ¢
. x+1 x+1 2+1
5 hm—-—— im 5 = )
x—2t Xe—4x+4 ot (x=2) 0
= X e e
6. lim = - e

gt 1—Inx 1—1t 0"

& Iim[1—1]=1—0=1
X

X—=c0
. 3

8. Izm[2+-—-—]=2+0=2
X—o X

9. |lmX2 - -2 —_—1=-

ot X=1 " Jr =1 0o

0. mX-2_£-2 4-2 2
-z =2 -2 " Jo " oF

= oo

13. a>1 ise
imaX=e, Ilm a*=0
X=r00 X——00
O<a<1 ise
ima*=0, lim aX=o0

X—o00 X——00

ORNEK 37

X
lim [%] limitinin degeri nedir?

X =0



ORNEK 38

X
lim [%] limitinin degeri nedir?
X—oo

Cozim

ORNEK 39

~X
lim [%) limitinin degeri nedir?

X—00

ORNEK 40

X
lim l—g—] limitinin degeri nedir?

X—oo

ORNEK 41

a
lim (5x +2"‘+1)
X — o0

ifadesinin degeri kactir?

ORNEK 42

1
lim (77+5x+ 1) limiti kagtr?

X = —oc

14. limf(x) =0 ve a nin bir komsulugunda g
X—a

\ ; .
sinirh fonksiyon ise

lim [f(x).g(x)] = 0 dir.
X—a

ORNEK 43

1
lim [x.sin —X—] limitinin degen kagtir?
x-0

15. f(x) < h(x) < g(x) olmak lzere,

limf(x) = limg(x) =b = limh(x) =b dir.
X—a X—a X—-a

ORNEK 44

in
im s—'}} hmitinin degderi kagtir?

X—oo

ORNEK 45

COS X ey i
lim = limitinin de@eri kactir?

X—=00

ORNEK 46

sin3 . .
lim S fimitinin degeri kagtir?

X—o0 X2



LIMITTE BELIRSIZLIK DURUMLARI

Limit hesaplamalarinda kargilagilan
0 o

ol el i o © N0 o°
O’OO’ va:1’0!

bigimindeki ifadelere belirsiz ifadeler denir.

1. % Belirsizligi
Genellikle 6zdeglikler kullanilarak carpanlarina
ayrilir ve gerekli sadelestirmeler yapilarak sonug
bulunur. Bunlar saglanmiyorsa tlirev konusunda
anlatacagimiz L'HOSPITAL yéntemi kullanilir.

ORNEK 47

. =1 e .
lim gy limitinin degeri nedir?
x—=1 27

ORNEK 48

lim ——— limitinin degeri nedir?
x—=2X°—4

ORNEK 49

. SN oo b
lim m‘ limitinin degeri nedir?
x—0*

ORNEK 50
i —S282X__ mitinin deger! nedir?
7 COsSX—sinx

X—

ORNEK 51

. sinx .., : :
lim - limitinin degeri nedir?
x-0 -

. sinx X

* lim = — =
g X x—0 SiNX
. tanx
lim
x-0 X x-0 tanx

|
§:
|

il
s
]

% limf(x) = 0 olmak (izere,

X—a

. sin(mf(x)) m.f (x) m
Ry T Uy T Sy
_ tan(mf(x)) . m.f (x) m
M e En@iE)
lim tan (mf(x))

fan(mf(x) _ . sin(mf() m
SN Mf®) e an(nfX) N




ORNEK 52

sin(x—1) .. ... : ;
lim snipe-1) limitinin degeri nedir?
x-1 X—1
ORNEK 53
in(x®—4
LR —
ORNEK 54
Im——2__ Hmitinin degeri nedir?
L tan 2x—10) ¢ '
ORNEK 55
. 2
- sin-x . ... G i ;
lim limitinin deg@eri nedir?
x-0 5x2
ORNEK 56
sin 3x + tan 4x

lim - limitinin degeri nedir?
x—0  Sin2x

ORNEK 57

lim
L e

X
D 2

limitinin degeri nedir?

ORNEK 58

-
sin —
X

fim
Yosos 9
X

limitinin degeri nedir?

ORNEK 59

1-3/1=
tim —1"X ivitinin deder nedir?
=0 3x

ORNEK 60

lim 'x__x"z_ 'x:n ifadesi hangi reel sayiya esit olabilir?

X—1

10



ORNEK 61
Iim SINX-C05X

n tanx-1
Xx—=

limit degerini bulalim.

o0 o
2. — Belirsizligi
=2}

* ne N olmak zere
f(x) = 2 x" + a,_ " + ... +ayX + @y
polinom fonksiyonunda,

lim f(x) = lim (ax")

X==—0o0 X—=o

lim f(x) = lim (a,x")

X—o0 X—o0

% m,ne N olmak (izere

0 . n<m ise
; an :
lim f(x) = — , nh=m ise
X=00 bm
o veya—oco , Nn>m ise
ORNEK 62
lim (4x3 — x2 + 3) limitinin degeri nedir?
X—00

ORNEK 63

lim (2x5 + x2 - 1) limitinin de@eri nedir?

X—=—o0

ORNEK 64
i 4x+1
m = 2x+3

X=—=—0c

limitinin degeri nedir?

ORNEK 65

: 4x2 +2x
lim

———— limitinin degeri nedir?
X— 0o 3X2+1

ORNEK 66

x2
lim —— limitinin degeri nedir?

X—x

ORNEK 67

X3 +2x

lim ——— limitinin degeri nedir?
X=——00 +3

11



ORNEK 68

v P b kg
lim ——— limitinin degeri nedir?
X—00 2X2+X

ORNEK 69
. 2X+3
lim

Hwmgo X

limitinin degeri nedir?

ORNEK 70

JA +x+1

lim A —1

X—0o0

limitinin degeri nedir?

ORNEK 71

X /X2 +X—1+3x+1

lim limitinin degeri nedir?

x~=0 I+ +1

ODEV:1.= =

lim
xoe0x3 _gyx? 4o

limit degerini bulalim.

2.5 =
fim —8X=2
Xe \/-4x2 +3

limit degerini bulahm.

3 ===

-
lim VOx© —3x+3-x
xo-e ov b vVx? _x

limit degerini bulalm,

4= =

Cys
fim x:r_1+x+1
2= yx2 41 —ox—1

limit dederini bulalim.

limit degerini bulalim.

3x2 - 2x+2

12



ORNEK 72

F-
lim ———— limitinin degeri nedir?
Koo 3V T L DK g

ORNEK 73
5x+ +1
lim W limitinin degeri nedir?
X = —00 -
ODEV: 1.= =
i 5x+1 + 3x

X —3o00 5! _3X

limit degerini bulahm.

% x+1
X oo 3‘—1 +2X

limit dederini bulalim.

I ==
- x+1
lim L—2°
Xy-es 7% 42X

limit degerini bulalim.

3. oo — oo Belirsizligi

Bu tiir belirsizliklerde, bazi cebirsel iglemlerle (payda
esitleme, pay ve payday eslenikle ¢arpma, ...) di-
zenlenerek limit kurallari yardimi ile ¢ézillr.

a> 0 olmak uzere,

, ; b
lim /ax®+bx+c = lim [/5. X+ —
X=—o X =0 2a
ORNEK 74
; 1 3 o
lim = limitinin degeri nedir?
x=2\X—2 x2-x-2
ORNEK 75
lim (./x-’- +4x+1 —x) limitinin degeri nedir?
X—o0
ORNEK 76

Iim[ LIS - ]
x>0\ x-2 x?+x-6

limit dederini bulalim.

13



ORNEK 77

lim (/5x+1-/3x=1) limitinin degeri nedir?

X~ 00

ORNEK 78

lim (/x+1=/x) limitinin degeri nedir?

X—=0

ORNEK 79

lim (,/ 42 +142x— 1) limitinin degeri nedir?

X——o0

ORNEK 80

) +1
lim —-X
x_,_m[ X—1

limitinin degeri nedir?

ORNEK 82

lim [log,(x2 + 1) — log,(9x2 — 1)] degeri nedir?

X—0o0

ODEV:1.= =

lim (\/9:(2 —3x+2 —3)()

X —yoo

limit de§erini bulalim,

2.=>=

lim (sz —5x+6+x)

X—»—oo

limit degerini bulalim.

I ==

{im ('\‘xz +4x+ 2 3x]

X—=3co

limit degerini bulalhim.

4. 0.0 Belirsizligi

Biasi 0 _ " o

ey e GeemEET
) 0

0
oldugundan, 0.e belirsizligi 7 veva —2 belirsiz-

ligine dénlgturllerek limit hesaplanir.

14



ORNEK 83

o B Y o —_— ,
fim [x. sin ;] limitinin degeri nedir?

X—o0

ORNEK 84

lim (x.cotx) limitinin degeri nedir?
x-0

ORNEK 85

. 1 o - ;
lim [m.(3x—5)] limitinin degeri nedir?

X—o

5. 1>~ Belirsizligi

lim [1 + f(x)]9%) ifadesinde 1= belirsizligi varsa,
X—-a

lim [f(x).g(x)] = k olmak lizere,
X—-a

lim [1 + f(x)]9%) = ek dir.
X—=a

ORNEK 86

lim |1+

X—o0

o X1
i +1]6 limitinin degeri nedir?

ORNEK 87

X+3
Xx+1

lim

3x+1
] limitinin degeri nedir?
X— 0

ORNEK 88
4

lim (1 +2x)X limitinin dederi nedir?

x--0t
ODEV:
l=>=
4x—1
lim (fi—t;—) ifadesinin degeri nedir?
X = o0 —

A)—;— B)I1 Cle D& Eéd

2.5 =
4x —1
im (2x+5)
X =+l 2X+3

degeri agagidakilerden hangisidir?
A2 B) 4 C)e? D) 3 E) e*

3 ==

' : 1 2x -5
lim (1 + )
X —3 o0 2x +3

limitinin degeri kagtir?

15



