Kumeler ve Kume Islemleri

Amaclar

Bu tiniteyi calistiktan sonra;

e kiime kavramini, kiime islemlerini, kiime islemlerinin 6zellik-
lerini ve kullanilan simgeleri taniyacaksimiz.

e kiime ailelerini, kiimelerin dik ¢arpimini, sonlu ve sonsuz kii-
meleri inceleyeceksiniz.

e kiime kavraminin ve kiime dilinin matematikte nasil onemli
bir arag¢ oldugunu goreceksiniz.

Icindekiler

e Giris: Kiime Kavrami
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e Kiime Islemleri

e Kiime Islemlerinin Ozellikleri
e Sonlu ve Sonsuz Kiimeler

e Kiime Aileleri

¢ Carpim Kiimeler

* Degerlendirme Sorular1




Calisma Onerileri

e 1. Unite igin yaptigimiz galisma 6nerilerimizi bu iinite igin de
aynen yineliyoruz.
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2.1. Giris: Kime Kavrami

Matematik denildiginde bir¢ok insanin aklina ilk gelen sey sayilar ve sayilarin top-
lanip-cikartilmasi, garpilip-béliinmesi gibi aritmetik islemlerdir. Sayilar ve sayilar
arasindaki islemler, iliskiler, matematik diinyasinin 6nemli bir pargasidir, ama bii-
tiinti degildir. Bugiin say1 kavramiyla dogrudan iliskisi olmayan nesnelerin birbir-
leriyle iligkilerini diizenleyen kimi kurallar da sayilar diinyas1 kadar ilging, tutarli
matematiksel yapilar olustururlar. Bu tiir yapilar, bazen tist yap1 olarak sayilar ku-
rami, kiimeler kurami, geometri gibi adlar, bazen de bu tiir iist yapilaricinde alt yap1
olarak grup, halka, cisim, vektor uzayi, topolojik uzay, 6lgiim uzayi gibi adlar alir-
lar. Bir matematiksel yap1 temel tanimlar, aksiyomlar ve onlardan ¢ikartilan sonug-
lardan olugur. Tanimlara, aksiyomlara yapinin temel elemanlari onlardan ¢ikartilan
sonuglara da yap1 elemanlar: diyebiliriz. Boyle bir yapiy1 olusturmada kullanilan
o6nemli araglardan biri kiime kavrami ve buna baglh olarak kiime iglemleridir. Bu
tinitede kiime kavramini ve kiime islemlerini tanitmaya calisacagiz.

Asagida ayrintili tanimi verilecek olan kiime, aslinda matematikte de dilimizdeki
sozliik anlaminin ifadesiyle tanimlanabilir. Kiime "nesneler toplulugu veya y181-
n1" olarak tanimlanan bir sézctiktiir. Bu tanimdaki "nesne'" soyut ya da somut bir
seydir; fakat her ne olursa olsun iyi tanimlanmis olan bir seyi, bir esyay1ifade eder.
Ornegin, "Tiim canlilar toplulugu", "Dilimiz abecesindeki harflerin toplulu-
gu",""Masamin iizerindeki kagitlar y1gin1" tiimcelerindeki nesnelerin anlasilabi-
lir, belirgin olduklari, kisaca iyi tanimli olduklari agiktir. Dolayisiyle bu tiimcele-
rin her biri bir kiimedir. Konusma dilinde bu tiimceler yerine daha ¢ok esanlaml
olan, sirasiyla, "Tiim canlilar kiimesi", "Dilimiz abecesindeki harfler kiimesi",
"Masamin iizerindeki kagitlar kiimesi' tiimcelerini kullaniriz. O halde, matema-
tikte "Iyi taniml1 nesnelerin bir topluluguna kiime denir" bigiminde bir tanimla-
ma yeterli olacaktir.

Kiime kavraminin matematige Georg Cantor (1845-1918) ile girdigi kabul edilir. El-
bette Cantor'dan 6nce de, adina kiime denilmese de, matematikgiler bu kavrami yer
yer ortiilii bir sekilde kullaniyorlardi. Cantor, kiimeler kuraminin temellerini ortaya
koyan matematikgidir. Bu sayede matematikte yepyeni ufuklar agilmis ve matema-
tigin her alaninda kullanilmaya baglanmustir. Bu gelismeler matematikte "Modern
matematik", "Klasik matematik" siniflamasina yol agmistir. Fakat bugiin matematik
i¢in boyle bir stniflama yapmanin ¢ok gerekli olmadigini matematige biraz ilgi du-
yanlar iyi bilirler.

Bu tinitede amacimiz, bir problemin matematiksel modelinin kurulmasi, agiklan-
mast ve ¢ozlimiinde oldukga yararli bir arag olarak kullanlabilecek kiime kavrami-
ni, kiime iglemlerini tanitmaktir. Kiimelerin derinlemesine ele alinmasi, incelenme-
sibagli basina bir konudur ve bu kitaptaki amacimizi asan bir durumdur. Buneden-
le, konuya iligkin temel kavramlari daha ¢ok sezgiye dayali olarak agiklamaya cali-
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sacagiz; kullanilan simgeleri, kavramlar1 ve matematikte kullanislarini tanitmakla
yetinecegiz.

2.2. Kumeler Icin Temel Tanimlar

2.2.1. Tanim

Nesnelerin olusturdugu herhangi bir topluluga bir kiime denir.

Bu tanim tizerinde biraz duralim. Agikga goriildiigii gibi tanim tiimiiyle sezgiye da-
yalibir tanumdir. Ciinkii tanimda gecen nesne sdzciigii aslinda yeterince aciklik ifa-
de eden bir s6zciik degildir. Ama sezgisel olarak, kiimeyi olusturan nesnelerin iyi
tanimli olduklaring; yani belirgin, bagka nesnelerden ayirdedilebilir seyler oldukla-
rini diisliniiyoruz demektir. Bir bakima, bir kiimeyi olugturan nesnelerin tek tek ne-
ler olduklarmi diistinmekten ¢ok, birarada diistinebilir olmalarini énemsiyoruz.
Simdi bir kag 6rnek verelim:

2.2.2. Ornek

Asagidaki topluluklardan her biri birer kiimedir:

(i) Yeryiizlinde yasayan tim canlilar toplulugu

(i) Bir kitapliktaki tiim kitaplar toplulugu

(iii) Evrendeki tim yildizlar yigim

(iv) Ug rakamli pozitif tam sayilar toplulugu

(v) Bir ciftlikteki tiiylii canlilar toplulugu

(vi) a, b, ¢, d, 3, 5, 7 den olusan harfler ve sayilar toplulugu

Bu 6rneklerden anlagilabilecegi gibi bir kiimeyi olusturan nesneler insanlar, kuslar,
kitaplar, ... gibi somut ya da harfler, sayilar, ... gibi soyut nesneler olabilirler. Ayrica
(vi) 6rnekte oldugu gibi bir kiimeyi olusturan nesneler arasinda belirgin ortak bir
ozellik var olmayabilir (diger 6rneklerde kiimeyi olusturan nesneler arasinda ortak
Ozelliklerin varligina dikkat ediniz).

Bir kiimeyi olusturan nesnelere o kiimenin §geleri ad1 verilir. Ornegin, 2.2.2 Ornek
(i) deki kiimenin 6geleri yagsayan canlilardir. Giines, evrendeki yildizlar kiimesinin
bir 6gesidir. 2.2.2 Ornek (vi) deki kiimenin iki 6gesib ve 5 dir. Bir kiimenin 6gesi olan
bir nesneye o kiimenin i¢indedir ya da kiimeye aittir denir. Bundan boyle nesne s6z-
ctigtinii fazla kullanmayacagiz, onun yerine 6ge sozctigtinii kullanacagiz. Kiime ta-
nimina gore bir 6ge ya kiimenin icindedir ya da degildir.

Kime, 6ge, icinde olma ya da olmama gibi ifadeleri simgelerle gostermek ¢ogu za-
man bir¢ok kolayliklar saglar. Ciinkii matematik dilinde kavramlari simgelerle g6s-
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termek, ifade etmek, aciklamak hem kisalik i¢in yararhdir hem de kesinlik tagir. Bu
nedenle kiimeler dilinde kullanilan gosterimleri, simgeleri tanitarak konuya devam
edelim:

Kiimeleri A, B, C, X, Y, ... gibi biiyiik harfler ile onlarin 6gelerinide a, b, ¢, x, y, ... gibi
kiigiik harfler ile gostermek gelenek haline gelmistir. 2.2.2. Ornek (vi) deki kiimeyi E
ile gosterirsek, Ekiimesinin 6geleria, b, ¢, d, 3, 5,7 dir.b, Ekiimesiiginde olan bir 6ge,
eise Eicinde olmayan bir 6gedir. Bir a 6gesinin bir A kiimesi i¢inde oldugunu belirt-
mek igin Yunan harfi "€" den yararlanacagiz ve kisaca "a € A" (a eleman A diye
okunur) gosterimini kullanacagiz."a € A", "a 6gesi A kiimesi i¢indedir" 6nermesi-
nin simgesel olarak yazilisidir. "a € A" 6nermesinin degili olan "a 6Zesi A kiimesi
icinde degildir" 6nermesini de simgesel olarak "agA" biciminde yazacagiz. Bu
onerme"a eleman degil A" diye okunacaktir.2.2.2. Ornek (iv) deki kiimeyi Bile gos-
terirsek 100 € B, 503 € B, 999 € B, ...; ancak 5 & B, 83 & B, 1000 €& B, ... olacaktir.
Burada ti¢ noktanin anlami B kiimesi iginde olan ya da olmayan daha bir¢ok sayinin
varlig1 anlamindadir.

Bir kiime ya biitiin 6gelerin tek tek yazilmasiyla ya da biitiin 6geleri tanitan bir 6zel-
ligin verilmesiyle belirlenir. Kiimenin biitiin 6geleri tek tek yazilabiliyorsa, bu 6ge-
ler {, } ayraglarigine yazilarak kiimeyi belirleme yoluna gideriz. Bir kiimenin bu bi-
cimde yazilabilmesine liste yéntemiyle yazilig denir. Sozgelisi, 2.2.2. Ornek (vi) de-
kikiimeyi Eile gosterirsek, E={a,b,c,d, 3,5,7 } olarak yazilir. Verilen bir A kiimesi-
nin biitiin 6gelerini ortak bir p 6zelligi tanitiyorsa, x ile A nin herhangi bir 6gesini
gostermek {izere, A kiimesi igin "A, p 6zelligini saglayan tiim x 6gelerinin kiimesi-
dir" deriz ve bu tiimceyi
A = { x| x 6gesi p 6zelligine sahiptir }

bi¢giminde yazariz. Burada biiytik ayrag igindeki

"|" dik dogru parcasini "Gyleki"
anlaminda kullaniyoruz. A kiimesinin bu simgesel gosterimi "A, x 6gelerinin kiime-
sidylekix, p 6zelligine sahiptir" bigiminde okunur. Bir kiimenin bu bigimdeki yazili-
sina ortak dzellikle yazilig diyoruz. Ornegin A, 4 ile béliinebilen pozitif tamsayilar
kiimesi olsun (burada kalansiz olarak boliinmeden s6z ediyoruz). A kiimesini liste
yontemiyle yazamayiz; ama ortak zellikle

A ={x]|x, 4ile boliinebilen pozitif tamsay: }
bi¢giminde yazilabilir. Benzer olarak, 2.2.2. Ornek (i) ve (iv) deki kiimeleri, sirastyla,
B ve C ile gosterecek olursak, bu kiimelerin ortak 6zellikle yazilislari

B = { x | x yerytiziinde yasayan bir canlidir }

A = { x| x tamsay1dir ve 99 < x < 1000 dir }
olur. C kiimesi liste yontemiyle de yazilabilir. Bu bigimdeki yazilis1 da soyledir:

C={100, 101, 102, ..., 999 }

* C kiimesinin son yazilisinda biiyiik ayrag i¢indeki ii¢ nokta sayilarin bas-
ladig1 gibibenzerolarak birer artarak 999 a kadar devam edecegini gosterir.

* Ckiimesi hem ortak 6zellikle hem de liste yontemiyle yazilabildigi halde, B
kiimesinin liste yontemiyle yazilamayacag agiktir. Nedenini siz agiklayiniz.
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* Ortak o6zellikle verilen bazi1 kiimeler liste yontemine benzer bicimde yazi-
labilirler. Ornegin, dogal sayilar (sayma sayilari) kiimesi N ve tamsayilar kii-
mesi Z i¢cin genelde
N={0,123,..}
z={..-3,-2,-1,0,1,2,3,..}
biciminde yazilislar1 yegleriz.

Yukaridaki C kiimesi 6rneginde oldugu gibi, bir kiime farkli sekillerde yazilabildi-
gine gore, herhangi iki kiimenin ayn1 kiime mi farkli kiimeler mi olduklarina nasil
karar vermeliyiz? Asagida verecegimiz kiime esitligi tanimiyla bunu agikliga ka-
vusturacagiz.

2.2.3. Tanim

A veBkiimeleri verilmis olsun. A kiimesinin biitiin 6geleri B i¢cinde ve B kiimesinin
biitiin 6geleri de A igindeyse, bu kiimelere esit kiimeler deriz ve bu durumu A =B
yazarak belirtiriz.

Esit kiimeler tiimiiyle aymi 6gelerden olusmus kiimelerdir. Bu tanum ayni1 zamanda
iki kiimenin ne zaman farkli olacagini da ifade eder. Eger A ve B kiimelerinden biri-
nin 6gesi olan digerinin olmayan en az bir 6ge varsa, bu iki kiime farkli kiimelerdir
ve bu durumu A = B yazarak belirtiriz.

Ornegin; A={0,1,2} ve B={2 0,1} kiimeleri ayn1 6gelerden olusan iki kii-
me olduklarindan bunlar egit kiimelerdir; yani A =B dir. Fakat C={rst} ve
D={rstu} kiimeleri farkli kiimelerdir. Ciinkii u € D oldugu halde u & C dir.
Bu 6rneklerden birincisinde oldugu gibi, kiime esitligi tanimina gére, bir kiimenin
Ogeleri liste yontemiyle yazilabiliyorsa 6gelerin yazilis sirasinin bir 6nemi yoktur.
Orneklerden ikincisinde, C nin biitiin 6geleri D nin de 6geleri oldugu halde C = D
dir. Béyle bir durum bizi iki kiime arasinda yeni bir iliski tanumlamaya goétiiriir; alt
kiime olma durumu.

2.2.4. Tanim

Eger bir A kiimesinin tiim dgeleri bir B kiimesinin de &geleri ise, A ya B kiimesinin
bir alt kiimesi denir ve bu durum A C B (A alt kiime B diye okunur) yazilarak be-
lirtilir.

A CB gosterimi "A alt kiime B" diye okundugu gibi, "A, B i¢indedir", "A, B tara-

"o

findan kapsanir”, "B, A y1 kapsar" ifadelerin herbiriyle de okunabilir.

Altkiime tanimindan dolayt, her kiime kendi kendisinin alt kiimesi olacaktir; baska
bir deyisle, bir A kiimesi i¢cin A € A dir. A, B kiimeleriigin ACB ve A = Bise, A
ya B nin 6z alt kiimesi denir ve bu durum i¢in A C B yazilir.

ANADOLU UNIVERSITESI



KUMELER VE KUME ISLEMLERI

35

2.2.5. Ornek

A={ab 1,23}, B={ab,c1234}, C={x|x ortaggretim diploma-
Ii T.C. vatandast }, D ={x|x, yiiksekogretim diplomal T.C. vatandas: } kii-
meleri veriliyor. A C B ve C € D dir. Neden?

Coziim

A kiimesininher 6gesinin B iginde oldugu goriiliiyor. Ohalde, AC B dir. Ayrica4
€B, fakat 4 A oldugundan A, Bnin 6z altkiimesidir; yani A C B dir. Yiiksekogre-
tim diplomasina sahip olan her T.C. vatandasinin ortaggretim diplomasi da olaca-
gindan C C D dir.

A={adefh,i}, B={ah,j}, C={d h,i}, D={a,fh,ij, k} kiimele-
rinden hangisi hangisinin 6z alt kiimesidir?

Asagidaki teoremde birbirlerinin alt kiimesi olan iki kiimenin esit oldugu kanitlan-
maktadir.

2.2.6. Teorem

A ve B kiimeleri verilsin. A = B olmasi icin gerekli ve yeterli kosul A C B ve B C
A olmasidir; simgesel yazilisla

A=B < ACB ve BCA
dir.

Kanit

A =B olsun. 2.2.3. Tanim geregince, x € A ise x € B olacagindan A C B dir.
Benzer olarak, x €EB ise x € A olacagindan B C A dur.

Tersine olarak, A € B ve B C A olsun. A C B olmas1 A icindeki tiim 6gelerin B
icinde olmasini, B € A olmasi da B igindeki tiim &gelerin A icinde olmasini ge-
rektirir. Ohalde, A ve B kiimeleri tiimtiyle ayni 6gelerden olusan kiimelerdir. Sonug
olarak, 2.2.3. Tanima gére A =B dir.

2.2.7. Tanim
Hicbir 6gesi olmayan bir kiimeye bos kiime denir ve bu kiime & simgesiyle gosterilir.

Bu tanim tizerinde biraz diisiinecek olursak, bos kiimenin her kiimenin alt kiimesi
oldugu kolayca dogrulanir. Yani herhangi bir A kiimesi igin & C A dir. Ciinkii
& nin A nun bir alt kiimesi olmamast durumunda & i¢inde oldugu halde A igin-
de olmayan en az bir 6genin var olmasi demektir. Oysa & icinde hicbir 6ge ola-
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maz. Ayricakiime esitligi tanimi g6z niine aliirsa, bog kiimenin tek oldugu dogru-
lanabilir.

2.2.8. Tanim

Belirlibir konu ele alindiginda, o konuylailgili tiim nesnelerin olusturdugu kiimeye
evrensel kiime denir.

2.2.9. Ornek
Asagidaki bos kiime ve evrensel kiime 6rneklerini inceleyelim:

(i) A ile karesi negatif olan tam sayilar kiimesini gosterelim. Her x tam sayist
i¢cin x? 2 0 oldugundan, A nin hi¢bir 6gesi yoktur; yani A =& dir.

(ii) B ile oliimsiiz canlilar kiimesini gosterelim. Tim canlilar limld olduguna
gore, B nin hicbir 6gesi yoktur; yani B = dir.

(iii) Tiirkge sozciikler tireten biri igin evrensel kiime Tiirk abecesidir.

(iv) Hep iki basamakli tamsayailar ile ¢alisan birisi i¢in evrensel kiime E = { x | x
tamsay1 ve 10 = x <100 } diir.

(v) Tiirkiye'de yiiksekogrenim goren gengler tizerinde bir arastirma yapmak is-
teyen birisi i¢in evrensel kiime, Tiirkiye'deki tiim tiniversite 6grencileridir.

A = { x| x hem sesli hem de sessiz bir harftir}, B = { x | x bir gercel say1 ve x*> =
3 } kiimelerinden hangisi bos kiimedir?

Evrensel kiime tanimindan ve son ti¢ 6rnekten anlagilacagi gibi, evrensel kiime ihti-
yaca gore belirlenen bir kiimedir. Nesneleri saymak i¢in kullandigimiz sayilar kii-
mesi, dogal sayilar kiitmesi N ={0,1,2, 3, ...} dir. O halde, sayma i¢in gerekli
olan evrensel kiime N dir. Dogal sayilar arasinda toplama-gikarma yapmak is-
tersek, isin igine negatif tamsayilarda gireceginden, evrensel kiime tiim tamsayilar
kiimesi Z={...,-2,-1,0,1, 2, ... } dir. Eger tamsayilar arasinda bélme iglemi dii-
stintiliirse, evrensel kiime tiim rasyonel sayilar kiimesi Q dur. Giindelik islerimiz
i¢in bile rasyonel sayilar kiimesi Q yetmez. Eger 6l¢gme-bi¢me gibi isler yapacak-
sak evrensel kiimemiz gergel sayilar kiimesi R olmalidir (1 birim ¢apli gemberin
gevre uzunlugunu disiiniiniiz!). Bu say1 kiimeleri arasinda
NCZCQCR
iligkisi oldugu agiktir.

2.2.10. Tanim

Bir kiimenin tiim alt kiimelerinden olusan kiimeye, o kiimenin kuvvet kiimesi de-
nir ve s6z konusu kiime A ise, A min kuvvet kiimesi P(A) ile gosterilir.
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2.2.11. Ornek

A={1} ve B={a, b, ¢} kiimelerinin kuvvet kiimelerini yaziniz.
Coziim

P(A)={@, A},
PB)={@,B,{a} {b} {c}{ab}{ac}t{bc}}

olur.
A={A, g ,?} kiimesinin kuvvet kiimesini yaziniz.€

Bir kiimenin kuvvet kiimesi, 6geleri kiimeler olan bir kiimedir. Bu tiir kiimeler icin
ileride kiime ailesi deyimini kullanacagiz. Agiktir ki, bir kiimenin kuvvet kiimesi
daima bos kiimeden farkli bir kiimedir. S6zgelisi Ji¢cin P(J) = { & } = I dir.

2.3. Venn Cizenekleri

Kiimeler arasindaki iligkileri kavramada kolaylik saglayan bir arag, adina Venn
Cizenekleri denilen diizlemde cizilen kapali egrilerdir. 11k kez J.Venn (1834-1923)
tarafindan 6nerilen bu gosterimde, genel olarak, evrensel kiimeler dikdortgenlerle
vebunlarin alt kiimeleri de bu dikdértgenler igine gizilen yuvarlak bolgelerle goste-
rilirler. S6zgelisi, E bir evrensel kiime ve A, B de E nin iki alt kiimesi ise, bu kiimeler
asagidaki sekilde bir Venn ¢izenegi ile gosterilirler:

=

Eger Eliste ybntemiyle yazilabilen bir kiime ise, 0 zaman E nin 6geleri dikd6rtgen igine,
altktimelerin 6geleri deilgili kapali egrilericine serpistirilir. Ornegin, E={1,3,5789},
A={58} B={3,5, 7} kiimelerinin Venn ¢izenegiyle gosterilisi

9
ol

9
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olur. Venn ¢izenekleri kiimeler arasindaki iligkileri agiklamak i¢in ¢ok yararl: arag-
lardir. Ancak, bunlar kanitlama araci olarak kullanilamazlar.

Gergel sayilar kiimesi R nin 6geleriyle bir dogrunun noktalarini birebir karsilik geti-
rerek elde edilen dogruya say1 dogrusu ya da gercel eksen denildigini Analiz ders-
lerinden biliyoruz. Bir say1 dogrusu R kiimesinin geometrik modelidir.

>
R

.
N

)

AR

o

I

S

N

=

5

N

w

q +

Gercel eksen

Rnin 6zel 5Sneme sahip altkiimeleri araliklardir. Geometrik olarak, bir aralik bir say1
dogrusu tizerindebir dogru parcasi olarak tanimlanir. S6zgelimi, a <bigin ugnokta-
lar1 a ve b olan, a dan b ye [a, b] ile gosterilen kapal1 aralik

[a,b]={x|a<x=<b}
kiimesi olarak ve (a, b) acik aralig1 da

(a,b)={x|a<x<b}
kiimesi olarak tanimlanir. [a, b] kapali aralig1 ug noktalar1 a ve byibulundurur. (a,
b) acik aralig1 ise u¢ noktalar a ve b yi bulundurmaz. Aralik kavrami genisletilerek,
ug noktalarin durumuna gore, yari-acik (ya da yari-kapali) ve sinursiz araliklar ta-
nimlanur. Asagidaki gizelge ile araliklarin gosterilisi, tanumlanigsi, geometrik modeli
ve adlandiriligi verilmistir:

ARALIKLAR

Gosterilisi Kime olarak tanimlanisi Geometrik modeli Adlandirilisi
[a, b] {xlasxsb} o ® > Sinirli kapali

a b
(a, b) {x]a<x<b} —0 0 sinirll agik
(a, b] {x]la<x=b} —(?_g—> sinirli yari-agik (yari-kapali)
[a, b) {x]asx<b} f t’)‘ sinirli yari-kapali (yari-agik)
[a, =) {xlasx} . i sinirsiz kapali
(a, ») {x]a<x} 4Ca sinirsiz agik
(-, a] {x]x=a} : ° > sinirsiz kapall
(-, @) {x|x<a} by > sinirsiz agik

a

Kimi zaman R nin kendisi de sinirsiz bir acik aralik olarak diisiiniilebilir. Béyle bir
durumda R = (-0, ®) yazilir.

2.4. Kume Iglemleri
Kiumeler arasinda iki kiimeye yeni bir kiime karsilik getirme seklinde bir¢ok islem

tanimlanabilir. Bu kesimde, kiime islemlerinden sirasiyla tiimleyen, birlesim, kesi-
sim, fark, simetrik fark islemlerini tanitacagiz.
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2.4.1. Tanim

Bir Ekiimesiile Eninbir A alt kiimesi verilsin. Enin A i¢inde olmayan 6geleri kiime-
sine A nin E ye gore tiimleyeni ad1 verilir.

E kiimesi evrensel kiime olarak alinirsa "A nin E ye gore tiimleyeni" demek yerine

kisaca"A nintiimleyeni' denir ve s6z konusu kiime Atile gosterilir. Simgesel olarak
At={x€EE|x&A}

oldugu aciktir. A'C E oldugu ve A ile At nin higbir ortak 6gesi bulunmadig: tiimle-

yen tanimindan kolayca dogrulanir. Asagidaki Venn cizenegindeki koyu tarali bol-

ge tlimleyen kiime A'!yi gostermektedir.

7

2.4.2. Ornek

() E={1,2345,678}, A={345}ise At={1,2,6,7,8}dir.

(ii) Gergel sayilar kiimesi R ye gore rasyonel sayilar kiimesi Q nun tiimleyeni Q!
rasyonel olmayan (irrasyonel) sayilar kiimesidir.

(iii) E, Anadolu Universitesinde okuyan 6grenciler kiimesi; A, bu Universitedeki
erkek 6grenciler kiimesi ve B dekiz 6grenciler kiimesiise, Anin E ye gore tiimle-
yeni B ve B nin E ye gére tiimleyeni A dur.

Dilimiz abecesindeki sesli harfler kiimesinin tiimleyeni hangi kiimedir?

Bundan boyle, zorunlu olmadikga, evrensel kiimeden s6z etmeyecegiz. Ancak, kii-
meler arasinda islemler s6z konusu oldugunda bu kiimelerin ayni bir (evrensel) kii-
menin alt kiimeleri oldugunu varsayacagiz.

2.4.3. Tanim

A ve B kiimeleri verilmis olsun. Ogeleri ya AninyadaBnin (ya daher ikisinin) 6ge-
leri olan kiimeye A ve B nin birlesimi denir ve bu kiime AUB (A birlesim B diye
okunur) simgesiyle gosterilir.

A ve B nin birlesimi olan kiime, simgesel olarak,
AUB={x|xEAveyaxEB}
bi¢iminde yazilir ve Venn ¢izenegiyle soyle gosterilebilir:
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AUB

2.4.4. Ornek

(i) A={1,2,3,45} ve B={3,5,6,7} kiimeleri igin
AUB={1,234567}
olur.

(i) A=[4,1), B=(0, 3) araliklar1 igin
AUB=[41)U(,3)={x|4=x<1 veya 0<x<3} = {x|4=x<3}
yari-kapali aralig1 olur.

—e *——e 0—>
-4 0o 1 3

(iii) X kentinde oturan kahve sevenler kiimesi A, siit sevenler kiimesi B olsun. A
U B kiimesi kahve veya siit sevenler kiimesidir.

A UB={x€X |xkahve veya siit sever}

A=(-3,2) , B=[1,7] araliklarinin bilesimi hangi araliktir?

2.4.5. Tanim

A ve B kiimesi verilmis olsun. Hem A hem de B kiimesi i¢inde bulunan 6gelerin
olusturdugu kiimeye A ve B nin kesisimi (ya da arakesiti) denir ve bu kiime A N B
(A kesisim B diye okunur) simgesiyle gosterilir.

ANADOLU UNIVERSITESI



KUMELER VE KUME ISLEMLERI

41

Simgesel olarak, A ve B nin kesisimi
ANB={x |xEAvexEB}
biciminde yazilir ve Venn cizenegiyle sdyle gosterilebilir:

2.4.6. Ornek

(i) A={1,2,3,4,5} ve B={3,5,6,7} kiimeleri igin
ANB={35}
olur.

(ii) Anadolu Universitesindeki kiz 6grenciler kiimesi A, Fen Fakiiltesindeki 6g-
renciler kiimesi B ise, A N B kiimesi Fen Fakiiltesindeki kiz 6grenciler kiime-
sidir.

(iii) A = { x | x pozitif tamsayi}, B ={ x | x negatif tamsay1} kiimeleri i¢cin A N
B=( dir.

A ={x |x tamsay1ve-3sx<5}, B={x |x tamsay1ve 0 =<x < 8} kiimeleri
icin A N B kiimesini hem liste yontemiyle hem de ortak 6zellikle yaziniz.

2.4.7. Tanim

Ortak hi¢bir 6gesi bulunmayan iki kiimeye ayrik kiimeler denir.

A ve B nin ayrik kiimeler olmasi, A N B = & olmas:1 anlamina gelir. Bu nedenle,
kesisimibos olan kiimelere kesismeyen kiimeler ve kesisimibos olmayan kiimelere
de kesisen kiimeler denir. S6zgelisi, rasyonel sayilar kiimesi ile tamsayilar kiimesi
kesigen kiimeler, rasyonel sayilar kiimesi ile rasyonel olmayan sayilar kiimesi kesis-
meyen kiimelerdir.

2.4.8. Tanim

A veB kiimeleri verilsin. A kiimesii¢inde bulunmasina karsin B kiimesi i¢cinde bu-
lunmayan 6gelerin olusturdugu kiimeye A ile B nin farki adiverilir vebu kiime A
\ B (ya da A-B) ile gosterilir.

A ile B nin farki, simgesel olarak
A\B={x |x €EA ve x¢&B}
biciminde yazilir ve Venn cizenegiyle sdyle gosterilebilir:
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A\B

2.4.9. Ornek

A={ab,cde}, B={a cef gh} kimeleriigin A\AB={b,d} ve B\A={f g h}
olur.

A =(-4,3] yar1-agik araligiile B =[2, 6) yari-kapali araliginin farki olan A\B kii-
mesinin (-4, 2) ac¢ik aralig1 oldugunu hem kiimesel olarak hem de geometrik ola-
rak gosteriniz.

Yukaridaki 2.4.9. Ornekte goriildiigii gibi, genelde A \B ile B\ A kiimeleri farklidur.
Ayrica2.4.1. Tamim goz 6niine alinacak olursa, A \ Bkiimesi B nin A ya gére tiimleye-
nidir ve
A\B ={x |x EA ve x&B}
={x |x EA ve xEB!}
=ANB!
dir. Bu kiime asagidaki Venn gizeneginde cift tarali bolge ile temsil edilmektedir.

2.4.10. Tanim

A ve B kiimeleri verilsin. A i¢inde olup B icinde olmayan veya B icinde olup A
icinde olmayan &gelerin kiimesine A ile B kiimesinin simetrik farki denir ve bu kii-
me A A B (A simetrik fark B diye okunur) simgesiyle gosterilir.

A ile B nin simetrik farki, simgesel olarak
AAB ={x |x €EA\B veya xEB\A }
=(A\B) U (B\A)
bi¢iminde yazilir ve Venn ¢izenegiyle soyle gosterilebilir:

A B

AAB=(A\B) U (B\A)
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2.4.11. Ornek

A={-3,-2,-1} ve B={-1,0,1,2} kiimeleri i¢cin
AAB:(A\B)U(B\A):{_B/_Z} U {0/1/2}:{_3/_210/1/2}
olur.

A=[-3,2), B=(1,3) araliklar1icin AAB=[-3,1] U [2, 3) oldugunu geometrik
olarak dogrulayiniz.

2.5. Kume Iglemlerinin Ozellikleri

Tanimladigimiz kiime islemlerinin sagladiklari 6zellikleri bulma isine kiimeler ce-
biri adiverilir. Bukesimin sonuna dek hep buisle ugrasacak ve séz konusu 6zellikle-
rin belli baghlarin siralayip, 6rnek kanitlar vererek konuya devam edecegiz.

2.5.1. Teorem

Bir E kiimesinin herhangi A, B, C alt kiimeleri igin

(i) ACBveBCCise ACC
(i) ACAUBve BCAUB
(i) ANBCA ve ANBCB
dir.

Kanit

(i) ACB ve BCC oldugunu varsayalim. x, A icinde bir 6ge (x € A) olsun.
A C B oldugundan 2.2.4. Tanima gére, x €B ve B C C oldugundan gene
ayni tanima gore x € C olur. O halde A igindeki her bir 6ge C igerisin-
dedir. 2.2.4. Tanim geregince A C C ¢ikar.

Bu kamiti 6nermeler dilini kullanmak yoluyla daha kisa bi¢imde yapabili-
riz: "x € A", "x 6gesi A kiimesinin &gesidir" Onermesinin simgesel olarak
yaziligidir. Buna gore,

ACB ve BCC olsun. x €A = x € B (Ciinkii A CB) = x € C (Clinkii B
C Q). Oyleyse ACC dir.

(i) x€EA = x€AUB (2.4.3. Tanimdan). Oyleyse ACA UB olur. Benzer
olarak, B C A U B oldugu kanitlanur.

(iii) x € A N B = x € A ve x € B (2.4.5. Tanimdan). Oyleyse ANBC Ave ANB
CB dir.
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2.5.2. Teorem

Bir E kiimesinin herhangi bir A alt kiimesi i¢in

(1) AUJ =A i) ANgG =7
(ii) AUE=E (ii") ANE=A
(iii) gt =E (iii") Et=0

(iv) AUA'=E @iv") ANA=9
dir.

Kanait

(i), (1", (i), (iv') yu kantlayip 6tekilerin kamitlarini okuyucuya birakalim:

(i AU @ = A esitligini dogrulamak igin 2.2.6. Teoreme gore, A U O
C A veACA U oldugunu géstermemiz yetecektir:
XEA U J = xE A veyax € J = x € A (giinkii x & @). Oyleyse AU & C A
dir.
Diger taraftan,
XxEA=xEA U (U isleminin tanimindan). Oyleyse ACA U @ dir.
Boylece, A U & = A esitligi kanitlanmis olur.

(i) xEANE=x€EAvex€E.Oyleyse ANEC A dur.
XEA=xEAvex€E (¢iinkiit ACEidi)=x€ANE;yani AC AN Edir.
Boylece A N E = A esitligi kanitlanmuis olur.

(iii) Tumleyen islemi tanimina (2.4.1. Tanim) gore,
Jt={x | x€E, x&J}=E
dir. Ciinki E nin hicbir 6gesi bos kiime i¢inde olamaz.

(iv') Eger AN At= & olsaidi, A N At icinde en az bir x 6gesi bulunurdu. $imdi
bdoyle bir x dgesi icin
XEANAt=xEAvexEAt=xEAvex¢&A
¢ikar. Bu sonug bir geligkidir. Ciinkii bir 6ge ayn1 bir kiimenin hem iginde
hem de i¢inde degil olamaz. O halde, A N At= ¢ dir.

2.5.3. Teorem

Bir E kiimesinin A ve B gibi iki alt kiimesi i¢in

i) A\B= ANB

(i) (A=A

(iii) ACB< BtC At

(iv) (A UB)t= At Bt (De Morgan kurallari)

(v) (ANB)t=AtUBt
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Kanit

(i) xEA\B=xE Avex&B=x€E A vex€EB!=x€ AN B! oldugundan
A\ BC A N Bt ¢ikar.
Tersine, xEANBt =xEAvexEB!=xEAvexZB=xEA\Boldugundan
A NBtCA\ B ¢gikar.
Boylece A\B = A N Btesitligi kanitlanmis olur.
Burada 6nerme egdegerligi gozoniinde tutularak her iki yondeki kanit birleg-
tirilerek asagidaki sekilde daha kisa bir kanit verilebilir:
XxXEA\BexEAvexZEB<exEAvexEBlexEANB:
olur. Bu su demektir; satirin bagindaki A \B kiimesi ile sonundaki A N Btay-
n1 6gelerden olusan kiimelerdir, yani A\B=ANBt

(iii) ACBolsun. xEB!= x& B < x& A (¢linkii A C B dir) = x € A, bdylece
Bt C At olur.
Tersine, Bt C Atolsun. x € A= x & A= x & B! (ciinkii BtC At dir) = x € B,
boylece A C B olur.

(iv) xE(AUB)e xZ(AUB) & x& A ve x & B (¢linkii x € A veya x € B olsa
idi xEAUB olurdu) < xEA! ve xEBt< xEA!N Btolur. Ayni 6gelerden
olusan kiimeler esit olacagindan istenilen kanitlanmis olur.

(ii) ve (v) nin karutlar1 okuyucuya birakilmugtir.

2.5.4. Teorem

Herhangi A, B, C kiimeleri i¢in U birlesim ve N kesisim iglemlerinin asagidaki 6zel-
likleri vardir:

1) AUA=A i) ANA=A
(Aynilik 6zellikleri)

(i) AUB=BUA (ii) ANB=BNA
(Degisme ozellikleri)

(i) AUBUC)=(AUB)UC (i) AN(BNC)= (ANB)NC
(Birlesme 6zellikleri)

iv). ANBUQO=((ANB)UANC) @Gv) AUBNQOC)=((AUBN (AUCQ)
(Dagilma ozellikleri)

Kanit

(i), i), (iii'), (iv) yi karnutlay1p otekilerin kanitlarini okuyucuya birakalim:

ACIKOGRETIM FAKULTESI




46

KUMELER VE KUME ISLEMLERI

(i) ANA={xIlxeAvexeA}l={xIxEA}=A
(i) AUB={xlxEAveyaxEB}={x| xEBveyax€EA}=BUA

i) xEANBNC) xEAvexEBNCexEAve(xEBvexe(Q)
=< (xEAvexeB)vexeC
<>XxEANBve xeC
=<xeANB)NC
olduguna gére A N (B N C) = (A N B) N C dir. Burada parantezi 6ne kaydi-
rirken 6nerme islemlerinden A nin birlesme 6zelliginin kullanilmis oldugu-
na dikkat ediniz.

(iv) xEANBUC) ©xEAvexEBUC < xEAve(xEB veya x€C)
(6nerme iglemlerinden A nin v tizerine dagilma 6zelliginden)
< (xEAvexEB)veya(x€EAvexe()
< xEANBveya xeANC
<>xEANBUMALNC
Boylece AN (BUC)=(ANB)U (AN C) esitligi kanutlanmus olur.

2.5.4. Teorem (iii) ve (iii') de sozii edilen 6zelliklere U ve N iglemlerinin parantez
kaydirma 6zellikleri de denir. Bu 6zellikler sayesinde ti¢ ya da daha fazla sayida kii-
menin parantez kullanmadan birlesimini ya da kesisimini yazabiliriz. Yani AUBUC
ya da A N B N C tiirtinde yazilislar anlamhidir. Oysa A N B U C biciminde bir ya-
zilig anlamli degildir (Neden?). (iv) deki 6zellige kesisimin birlesim tizerine dagili-
mu ve (iv') dekine de birlesimin kesisim tizerine dagilimi denir.

Simdiye dek 6grendigimiz kiime bilgileri 1s1§1nda birkag 6rnek soru ¢ozelim.

2.5.5. Ornek

ANC=yg ise, AN (BUC)=ANBoldugunu gosteriniz.
Coziim

Arakesitin birlesim tizerine dagilimi 6zelligini kullanalim:
ANBUCO=ANBUANC=ANBUZI=ANB
esitligi bulunur.

2.5.6. Ornek

AN(AUB) =J oldugunu gosteriniz.
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Coziim

ANAUB)Y = AN(AtNBY) (De Morgan 6zelliginden)
= (ANAt)NBt (arakesitin birlesme 6zelliginden)
= JNBt
)

olur.

2.5.7. Ornek

x%+5x >14 esitsizliginin ¢oziim kiimesini bulunuz.
Coziim

Verilen esitsizligin ¢6ziim kiimesi esitsizligi saglayan sayilar kiimesidir. Simdi bu
kiimeyi bulalim. Esitsizligin her iki yanina -14 eklersek

x2+5x-14>0
esitsizligini elde ederiz. Sol yan1 ¢arpanlara ayiralim,

(x-2) (x+7)>0
olur. Asagidaki ¢izelgenin son satirinin +isaretli araliklari bilesimi, verilen esitsizli-
gin ¢6ziim kiimesi olur.

- -7 2 + 00
X-2 - - - - - - + + +
X+7 - - - + + + + + +
(x-2)(x+7) + + + - - - + o+ 4+

O halde, verilen esitsizligin ¢oziim kiimesi
C = (-OO, '7) U (2/ OO)
olarak bulunur.

2.6. Sonlu ve Sonsuz Kumeler

Bir A kiimesi liste yontemiyle yazilabiliyorsa, A nin 6gelerini tek tek sayabiliriz ve
bu say1 bir dogal say1 (negatif olmayan tamsay1) olur. Bu sayiya A nin 6geleri sayist
ya da A nin nicelik say1s1 deriz. Ornegin A, Tiirk abecesindeki harfler kiimesi ise, A
nin 6geleri say1s129 dur. Bir kiime liste yontemiyle yazilamasa ya da kiimenin 6gele-
rini pratik olarak saymak olanakli olmasa bile, 6geleri sayisi bir dogal say1 olabilir.
Sozgelisi, diinyadaki tiim canhilar kiimesinin geleri sayis1 bir dogal sayidir. Fakat
Oyle kiimeler vardirki, higbir dogal say1okiimenin 6geleri sayisiolamaz. Ornegin; V4
={...-2,-1,0,1, 2, ...} tamsayilar kiimesinin ya da bir dogru pargasi tizerindeki nokta-
lar kiimesinin 6geleri sayisi higbir dogal say1 degildir. Kiimelere bu agidan bakilarak
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bir siniflama yapilir; sonlu kiimeler ve sonsuz kiimeler olarak. Konuya bu tanimlar1
vererek devam edelim:

2.6.1. Tanim

Bir A kiimesinin 6geleri sayis1 (nicelik say1s1) bir dogal say1 ise, A ya sonlu kiime
adi verilir ve bu say1s(A) ile gosterilir. Sonlu olmayan bir kiimeye de sonsuz kiime
denir.

2.6.2. Ornek

Asagidaki sonlu ve sonsuz kiime drneklerini dikkatlice inceleyiniz.

(i) Bos kiime & sonlu bir kiimedir ve s (&) = 0 dur.

(i) A={a, b, ¢, d, e} sonlu bir kiimedir ve s (A) = 5 dir.

(iii) B = {x|x tamsay1 ve 0 < x < 1000} sonlu bir kiimedir ve s (B) = 1001 dir.

(iv) C, diinyadaki tiim canlilar kiimesi olsun. C sonlu kiimedir; fakat s (C) sayisin
belirlemek olanakl degildir.

(v) Dogal sayilar kiimesi N ={0, 1, 2, 3, ... } sonsuz bir kiimedir.
(vi) 5ile boliinebilen dogal sayilar kiimesi sonsuz bir kiimedir.
(vii) (a, b) agik aralig1 sonsuz bir kiimedir.

Asagidaki kiimeleri sonlu ya da sonsuz kiime diye siniflandiriniz.
* Biryil icindeki aylarin kiimesi

e 1997 yil1 iginde diinyada dogan ¢ocuklar kiimesi

¢ Pozitif tamsayilar kiimesi

* Bir dogru parcasi iizerindeki noktalar kiimesi

Sonraki tinitelerimizde sonsuz kiimeleri sayilabilir sonsuz ve sayllamaz olmak iize-
re, iki sinifa ayiracagiz. Bu kesimde daha ¢ok sonlu kiimeler tizerinde duracagiz.
Sonlu ve sonsuz kiimelerigin asagida verilen 6nermelerin dogruluklari sezgisel ola-
rak agiktir; bir kanitlamaya girmeden bu 6nermeleri siralayalim:

* Sonlu bir kiimenin her alt kiimesi de sonludur.

* Sonsuz bir kiimenin her iist kiimesi de sonsuzdur.

* Sonlu iki kiimenin birlesimi sonlu bir kiimedir.

* Sonlu bir kiime ile sonsuz bir kiimenin birlesimi sonsuz bir kiimedir.
* Sonlu bir kiime ile sonsuz bir kiimenin kesisimi sonlu bir kiimedir.
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* A sonlu bir kiime ve s (A) = n ise A nin 6geleri ay, a,, ..., a, olarak numara-
landirilabilir (damgalanabilir) ve A kiimesi A = {aj, a, ... , a5} olarak yazi-
labilir.

* Her bir dogal say1 sonlu bir kiimenin nicelik sayisidir.

2.6.3. Teorem

A sonlu bir kiime ve s (A) = n ise, A nin tiim alt kiimeleri say1s1 2" dir.
Kanit

A sonlu bir kiime ve s (A) =n olsun. A min alt kiimelerinin 6ge sayilar1 0 dann ye ka-
dar degisecektir. Oyleyse 0 6geli, 1 6geli, 2 6geli, ..., n 6geli tiim alt kiimelerin sayila-
rin1 bulup bu sayilari toplarsak A nin alt kiimeleri sayisini buluruz.

A ninm (0 <m <n) 6geli alt kiimeleri say1si n nin m-li kombinezonlar: say1st kadar-
n!

dir;yani Cm=—-1"—
(n-m)!m!

dir. Buna gore,

_ . . Ch = n! —_n! =1 :
m=0 igin “0 (n-O)!O! e dir.

(Bu say1 A nin 6geleri sayisi 0 olan alt kiimeleri sayisidir. Gergekten 6geleri sayisi 0
olan tek kiime bog kiimedir ve & C A dir.)

. . n | |
m=1 icin Cl=—1™ =D —n

m=2 icin C= : =

. ! |
m=n-1licin Cn.1= n: =—_n: =n

[n{n-1)]!(n-1)! 1!(n-1)!

m = n igin cl—-_ nl! - n!l _q
(n-n)!n! 0!n!

olur. $imdi bu sayilarin toplami olan say1y1 bulalim.

n-1)

C8+C§‘+C§‘+...+Cﬂ-1+Cﬂ=1+n+n(2'+...+n+] (1)

dir. Diger taraftan, (a + b)" ifadesinin Binom actlim1

( a+b)n:an+mn'1b+n(n7|_1)an'2b2 +.. . +nab +p"
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oldugundan bu esitlikte a =b = 1 alirsak,

2“=(1+1)“=1+n+n(;'_1)

+...+n+] (?)

olur. Boylece (1) ve (2) esitliklerinin ikinci taraflar esit oldugundan

CH+Cl+C3+...+Ch1 +Ch=2"
bulunur. Sonug olarak, n-6geli A kiimesinin tiim alt kiimeleri sayis1 2" olur.
A nin tiim alt kiimeleri sayis1 ayni zamanda A nin kuvvet kiimesinin dgeleri say1si-

dir. S6zgelisi, s (A) = 3 ise A nin kuvvet kiimesi P (A) i¢in s (P (A)) =23 =8 dir.

2.6.4. Ornek

A ={a, b, ¢, d} kiimesinin tiim alt kiimeleri sayisinin 2* oldugunu A nin tiim alt
kiimelerini bularak dogrulaymiz.

Coziim

Sifir 6geli alt kiitmeden baslayarak dort 6geli alt kiimeye kadar tiim alt kiimeleri ya-

zalim.

A=0 (6ge sayist sifir olan alt kiime)
Ay ={a}

Az = {b}

Ay ={c) (6ge sayist bir olan alt kiimeler)
As={d}

Ag= {a, b}

A7: {a/ C}

AS = {al d} .

Ao = (b, c) (6ge sayist iki olan alt kiimeler)
Ao ={b, d}

Aqr={c d}

Ap={a, b, c}

Ag3 ={a, b,d}

A= la, ¢ d) (6ge sayist i olan alt kiimeler)
Ass= (b, ¢,d]

Ag={a,b,c,d}=A (6ge sayist dort olan alt kiime)

Bu yazilanlar disinda baska bir alt kiime yazilamayacagina gore A nin tiim alt kii-
meleri sayis1 16, yani 24 oldugu dogrulanmus olur.
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Kiimeler arasinda bulundurduklar1 6ge sayisina gore, sonlu-sonsuz 6tesinde, adina
esgtigliiliik diyecegimiz bir siniflama yapilabilir. Bu kesimde, sonlu kiimeler arasin-
da bdyle bir simiflama tanimlayacagiz. [lerideki iinitelerimizde bu kavrami sonsuz
kiimelere de genisletecegiz.

2.6.5. Tanim

Bulundurduklari 6ge sayilar (nicelik sayilari) aymn olan iki sonlu kiimeye esgiic-
lii kiimeler denir.

2.6.6. Ornek

A={Ev,Kalem, defter}, B={0,1,2} kiimeleriegsgtiglii kiimelerdir. Clinkii herikikii-
menin 6ge sayilar1 3 tiir.

Sonlu kiimeler arasinda "esgtigliiliik" kiimeleri 1-6geli, 2-6geli, 3-6geli, ..., n-6geli
kiimeler sinufi (kiime ailesi) diyecegimiz siniflara ayirir. Bir bagka ifadeyle, her n do-
gal sayist igin n-6geli kiimelerin olusturdugu bir siif vardir. Agiktir ki, bu siruflar-
dan herhangi ikisinin hicbir ortak 6gesi (ortak kiimesi) bulunamaz ve her sonlu kii-
me bu siniflardan birisi i¢indedir. Ayrica 0-6geli siif harig (sifir 6geli stnifin tek 6ge-
si @ dir), herbir siifin sonsuz ¢oklukta 6gesi vardir. Tleride kiime aileleri ve denklik
bagintilar1 konularinda bu simiflara tekrar deginecegiz.

Sonlubir kiimenin esgiiclii alt kiimelerinin bir say1s1 verildiginde o kiimenin 6geleri
sayisini bulabiliriz. Buna bir 6rnek olarak asagidaki soruyu yanitlayalim.

2.6.7. Ornek
Dort 6geli alt kiimeleri sayist 70 olan bir kiimenin 6geleri sayisi ne olur?
Coziim

Dort 6geli alt kiimeleri sayis1 70 olan bir A kiimesi sonlu bir kiimedir. Simdis (A)=n
diyelim.n 6geli kiimenin d6rt 6geli alt kiimeleri sayisi, n nin 4-1ti kombinezonlari sa-
yist kadardir; O halde

C =7
esitligini yazabiliriz. Buradan
n! _
(n-4)14!
(n-3)(n-2)(n-Yn _

=70,

4!
n-3)(n-2)(n-1)n=41.70
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esitligi elde edilir. n bir dogal say1 oldugundan birinci taraf dort ardisik sayinin gar-
prmudir. Ohalde, ikinci taraf da dort ardisik sayinin bir carpimi bigimine doniistiirii-
lebilirse, n bu ardisik carpanlarin en biiytigii olacaktir.
n-3)(n-2)(n-1)n =2%43.5.7
=2.3.5.7.23
=5.6.7.8
Oyleyse n =8 dir.

Ug 6geli alt kiimeleri sayis1 10 olan bir kiimenin 6geleri say1is1 nedir?

2.6.8. Teorem

A ve B sonlu kiimeler ise,
s(AUB)=s(A)+s(B)-s(ANB)

dir.

Kanit

Eger ANB= & ise, Ave B nin hicbir ortak 6gesi olmadigindan
s(ANB)=0,s(AUB)=s(A)+s (B) dir ve boylece formiil gegerli olur.

ANB= ise, s (A) + s (B) toplaminda ortak 6geler iki kez sayilmis olacagindan

s(AUB)=s(A)+s(B)-s (ANB)
olur.

2.6.9. Sonug

A sonlu bir kiime olmak {izere,
s (A\B)=s(A)-s(ANB)

dir.

Kanit

A=(A\B)U(ANB)ve(A\B)N(ANB)=Y

oldugundan

s (A)=s(A\B)+s(ANB)
yada

s (A\B) =s (A)-s (A NB)
olur.
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2.6.10. Sonug

A, B, C sonlu kiimeleri icin
s(AUBUQ) =s(A)+s(B)+s(C)-s(ANB)-s(ANC)-sBNC)+s (ANB NCQC)
dir.

Kanit

Kiime birlesme ve dagilma 6zelliklerini kullanacak olursak,
s(AUBUC)=s(AUBUC)=s(A)+s(BUC)-s(ANBUOQ))
=s(A)+s(B)+s(C)-sBNC)-s((ANB)UANQ))
=5(A)+sB)+s(C)-sBNO)-[s(ANB)+s(ANC)-s(ANBNANCQ)]
—s(A)+sB)+s(C)-s(ANB)-s(ANC)-s(BNC)+s(ANBNC)
bulunur.

2.6.11. Ornek

Bir dil okulunda grenim goren 6grencilerden Ingilizce grenenlerin sayisi 233,
Fransizca 6grenenlerin sayis1101, sadece 1ngilizce ogrenenlerinsayis1180, hem 1ngi—
lizce hem Fransizca 6grenenlerin sayisi 30 dur. Bu okulda Almanca da 6gretildigi,
okulun 6grenci sayisinin 349 oldugu ve her ti¢ dili de 6grenen hicbir 6grenci bulun-
madig1 bilindigine goére, sadece Almanca 6grenen 6grencilerin sayisini bulunuz.

Coziim

Boyle bir problemi ¢6zmek i¢in Venn ¢izeneklerinden yararlanabiliriz.
Simdi,

Ingilizce 6grenen 6grencilerin kiimesi = I

Fransizca " " ! =F

Almanca " " " =A
olmak {tizere, verilenleri siralarsak,

s(UFUA)=349

s () =233

s (F) =101

s (I\(FU A)) =180

s(INF)=30

sdNFNA)=0
olur. Aranilan say1 s (A\(IUF)) dir. Verilmedigi halde s (I N A) = 23 oldugu ko-
layca gortilir.
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s(A\(IUF) =s(A)-s(ANTUF)

)_
=s(A)-s[(ANDUANF)]
=s(A)-s(AND-s(ANF)+sINANF)
=s(A)-s(ANF)-23+0
veya
s(A\AUF))=s(A)-s(ANF)-23 (1)

esitligi bulunur. Diger taraftan

sAUFUA)=sD+sE) +sA)-s@NF-s@NA)-sFNA)+sINFNA)
veya bilinenleri yerine yazinca

349=233+101+s(A)-30-23-s(FNA)+0

s(A)-s(FN A) =349 -281 =68 (2)
olur. (2) esitligi (1) de yerine yazilinca

s(A\AUF))=68-23=45
elde edilir.

50 kisilik bir turist grubu icindeki herkesin Ingilizce ya da Fransizca dillerinden
en az birini bildigini varsayalim. Ingilizce bilenler sayis1 35, Fransizca bilenler
say1s129ise, bu grup icinde heriki dili bilenler sayis1 ne kadardir? (2.6.8. Teorem-
den yararlanabilirsiniz).

2.7. Kime Aileleri

Bir A kiimesinin kuvvet kiimesini P (A) ile gostermistik (2.2.10. Tarum). P (A), A nin
tiim alt kiimeleri kiimesi idi. S6zgelisi, A = {0, 1} i¢in P (A) = { &, A, {0}, {1} } olur.
Kuvvetkiimesi, 6gelerikiimeler olan bir kiimedir. Bu tiir kiimelere "kiime ailesi" deyi-
mini kullanaca@iz ve kiime ailelerini A, B, L, ... gibi siislii harflerle gosterecegiz.

n bir dogal say1 olmak tizere, Aj, Ay, ..., A, gibi farkli n tane kiime verildiginde
bu kiimelerin olusturdugu kiime ailesini

A={A}, Ay ..., A}
olarak gosterebiliriz. A nin Ogeleri 1, 2, ..., n dogal sayilariyla numaralandirilmis
(damgalanmis) oldugu igin A y1 ortak 6zellik yontemiyle

A={A;1i=1,2,..,n}
olarak da yazabiliriz. Simdi bu kiime ailesinin 6gelerini damgalayan say1 kiimesine
I dersek, yaniI={1, 2, ..., n } alirsak, o zaman A ailesini

A={A liel}
bigiminde de yazabiliriz. Bu tiir bir yaziligtaki I kiimesine A kiime ailesinin""damga-
layan kiimesi'" ya da kisaca"damgalayani1" denir. Burada I bir say1 kiimesidir; fakat
Ibos olmayan herhangi bir kiime olabilir. Dolaysiyle genel tanim asagidaki sekilde
verilebilir:
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2.7.1. Tanim

I bos olmayan bir kiime olsun. Eger heri€li¢in bir A; kiimesi varsa, A; kiimelerinin
topluluguna (kiimesine) damgalayan kiimesiIolan bir kiime ailesi denir vebu aile

{Ajlig])
olarak gosterilir.

2.7.2. Ornek

Ap=1{0}, A1 ={0,1}, A,=1{0,1,2},.., An=1{0,1, 2, ..., n}, ... kimelerinin olustur-
dugu kiime ailesi A, damgalayan dogal sayilar kiimesi N olan bir kiime ailesi-
dir; yani

A={A, | nEN}
dir.

2.7.3. Ornek

Dilimizdeki sesli harfler kiimesi I olsun. x € I olmak tiizere, diyelim ki x ile bas-
layan tiim anlamli s6zctikler kiimesini S ile gosterelim; sozgelisi, a ile baglayan-
lar kiimesi S,, e ile basglayanlar kiimesi S, ... gibi. O zaman damgalayan I olan Sy
kiimeler ailesi {Sy | x €1}, liste yontemiyle

{Sas Se, Si, Sy, So, Sér Sw Sii)
olur. (Bir Tiirkge sozliikte S,, Se, ... kiimelerinin hangi kiimeler oldugunu diisti-

niiniiz) .

Kiime birlesimi ve kesisimi islemlerinin birlesme &zelliklerinin varhgimdansozet-
mistik. Bu 6zellikler sayesinde ti¢ ya da daha fazla sayida kiimenin birlegsiminden
ya da kesisiminden s6z edebiliyoruz. Sozgelisi, verilen A;, Ay, Az kiimeleri i¢in
(AjUA) UA3=A1U (A UAj3 oldugundan, bu ti¢ kiimenin birlesimi i¢in
dogrudan A; U A, U Aj yazabiliyoruz. Eger verilen kiimeler A;, A, Az, Ay ise
A1 U Az U A3 U A4 kiimesini (A1 U Az) U (A3 U A4) kiimesi, A1 N Az N A3 N A4
kiimesini de (A; N Az) N (A3 N Ay olarak diisiinebiliriz. O halde, kiime birlegi-
mi ve kesisimi kavramlarini genellestirerek bir kiime ailesi icindeki kiimelerin birlesi-
mini ve kesisimini tanimlayabiliriz. $Simdi sirayla bu tanimlari verelim:

2.7.4. Tanim

A ={A; li€l} kiime ailesi verilsin. Bu aile icindeki kiimelerden en az biri icinde
bulunan tiim dgelerin kiimesine A ailesinin birlesimi denir ve U Ayada U A;

simgelerinden biriyle gosterilir. i€l

Bu tanum simgesel olarak,

U A;

o ={x 13iETicin xE A

biciminde verilebilir.
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2.7.5. Ornek

(i) 2.7.2. Ornekte verilen kiime ailesinin birlesimi

UA,={0,1,2,..,n,..}=N

nEN
dir. (U A, yerine UO A de yazilabilir.)
nEN B

(ii) 2.7.3. Ornekte verilen kiime ailesinin birlesimi U S, , dilimizde sesli
harflerle baglayan tiim anlaml sozciikler kiimesidir. X<

(iii) NN\ {0}={1,2,..,n,..} icin A, :{_1, 1- } kapali araliklarindan olu-

1
n
san { A, | n€ N+ } kiime ailesinin birlegimi [ -1, 1) agik araligidir; Yani

U An = [_1/ l)

nEN+

dir. (U A, yerine U1 An de yazilabilir.) ~ $imdi bu kiime esitli§ini dogrulaya
nEN+ =

Iim:

Herhangi bir nE N+ icin gergel eksen tizerinde A, kapali araligim tarayalm. n yi
yeterince biiyiitiince 1/n sifira ve A,araliginin iistucu 1-1 de 1 e yaklagir; fa-
kat hicbir zaman 1 olamaz. n

+: » e
0 1-1 1
n
AnC[-1,1)

Diger taraftan { A, | n€ N+ } ailesinin ilk birkag¢ kiimesini actk yazacak olursak,

Al :[_1’ 0] Az :{_1/ l} , A3 :{'1/ ;} PR
2 3

kiimelerinin i¢ige yuvalanmus, [-1, 1) yar1 agik araligi icinde kalan kiimeler oldugu-
nu gorliriiz, yani

AiC A C A3C . C[-1L1)
dir. Dolayisiyla bu kiime ailesinin birlesiminin [-1, 1) olacag1 kolayca sezinlene-
bilir.
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Oteyandanbiliyoruz ki sezgi kanitdegildir. Oyleyse U A, =[-1,1) kiimeesitli-
nEN+

ginin matematiksel kanitin1 vermeliyiz. Bunun igin esitligin her iki yanindaki kii-
melerin ayn1 6gelerden olustugunu gostermeliyiz:

XxEU A, =3I neEN" Oyleki x € A, :{-1, 1- l} CIl1,1)
n€N?* n

= x € [-1, 1). Yani

U An g ['1, 1) (1)
nEN*

olur.
Tersine,

x€ [-1,1) =-1=x<1=3IneN" dyleki -1sxs(1-%)<1
— IneN’ iginxe{&, 1- ﬂ ~ An

= xEU A, Yani
neEN*

- -
1.1 C VA, @

olur. Boylece (1) ve (2) kapsamalarindan

VA _1,1)

neN”
esitligi kanitlanmuis olur.

n pozitif tamsay1 olmak iizere, A, = (-n, n) acik araliklar ailesinin birlesimi hangi
kiimedir?

2.7.6. Tanim

A={A; | €1} kiime ailesi verilsin. Bu aile icindeki kiimelerin herbiri icinde olan or-

tak dgeler kiimesine A ailesinin kesigimi adiverilir, N A yada A, simge-

lerinden biriyle gosterilir. il

Bu tanim simgesel olarak,

N Ai ={x |ViETigin xEA;)
i€l

biciminde verilebilir.
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2.7.7. Ornek
(i) 2.7.2. Ornekte verilen Ag= {0}, A1=1{0,1}, A,={0,2}, ...
An=1{0,1,2,..n}, ... kiimeleri ailesinin kesisimi

N An={0}
nEN

dir. Ciinkii kiime ailesi i¢indeki her bir kiime i¢inde bulunan ortak tek 6ge 0 dur.

(ii) 2.7.3. Ornekte verilen kiime ailesinin kesisimi g, , bos kiimedir. Nedeni-

ni siz agiklayimniz. xel

(iii) 2.7.5. ornek (iii) de verilen kiime ailesinin kesisimi

N An=[-1,0]

nEN"

dir. Clinkii i¢ige yuvalanmis bu kiimelerin kesigimi en dar kiime olan A; =[-1,0] dur.
Simgelerle su kanuti verebiliriz:

XEN Ap=VnEN" icin xEA, :{—1, 1- l} = n=1icir
neN* n

X € A;=[-1, 0]. Yani

N An C[-1,0]
neN’t (1)

olur.
Tersine,
x€ [-1,0]=A; = -1<x<0 = V nE N+icin

1 =x50s1-1 = rEN igin xe[-l, 1-% = An
n

= x€ NAn . Yani
neN*

-1,0] €N A,

n EN*

()
olur. Boylece (1) ve (2) kapsamalari

N An =-1,0]
neN”

esitligini kanitlar.
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nE N+icin A, ={ (),ﬂ kapal1 araliklarin olusturdugu { A, | nEN+*} kiime ai-
lesi i¢in

N A, ={0}
neEN*

esitligini kanitlayabilir misiniz? Liitfen deneyiniz.

2.7.8. Teorem

Bir {A; | i€1} kiime ailesi verilsin. Herhangi bir iy € I igin
N Ai CAj, SUA;
iel iel

olur.

Kanit
ip € I verilsin

x€EN Aj = Vi€l icinx€ Aj= io€l igcinx € Aj,. - Oyleyse
iel

NA;C Aj
i€l
olur. Benzer olarak,

XE Ai, = 3 i€l igin xE Ai=x € U A;. Oyleyse
i e

Aj  CUA;

i€l

olur.

Yukaridaki teoremde verilen sonug s6zel olarak soyle ifade edilebilir: Bir kiime aile-
sinin kesisimi, aileyi olusturan kiimelerin herbirinin i¢indedir; aileyi olusturan kii-
melerden herbiri de kiime ailesinin birlesimi icindedir.

2.7.9. Teorem

Bir E kiimesinin alt kiimelerinden olugan bir kiime ailesi {A; | i€1} olsun. Budu-
rumda

(UA)=NAT  ve (NAJ)=UA;

i€l i€l i€l i€l

olur.
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Kanit

x UA))' & x¢g UA; & Vi€l icin X& A;
i€l i€l

< Vi€l icin xE A}
& XE NA{
iel
Boylece birinci esitlik kanitlanmis olur. Benzer olarak,

xE(NAJ)' < xgNA; <= Ji€l oyleki x& A;

i€l i€l

= i€l oyleki xE A/

< XE UAi|
i€l

oldugundan ikinci esitlik dogrulanmisg olur.

Yukaridakanitlanan egitlikler 2.5.3. Teorem (iv) ve (v) de iki kiime i¢in verilen kural-
larin ikiden fazla sayida kiimeye genellestirilmis halidir. Bu nedenle de Genel-
lestirilmis De Morgan Kurallar olarak bilinirler.

2.7.10. Ornek

nE€ N igin A, = (- «, n] araliklarinin olusturdugu {A,, | n€ N} kiime ailesi i¢in
Genellestirilmis De Morgan kurallarin1 dogrulayimiz.

Coziim

Ap = (- ©, n] yar1 kapali aralig1 i¢in A,'= (n, ) agik aralig1 oldugundan
(UAL)=R'=0 =N Aj;
neEN nEN

olur. Boylece birinci kural dogrulanmis olur. Ikinci kurali da siz dogrulayiniz.

Bir A kiimesi i¢in P (A) kuvvet kiimesinin birlesimi ve kesisimi hangi kiimeler-
dir?

2.7.11. Tanim

Bir A kiimesinin alt kiimelerinin olusturdugu bir kiime ailesi {A; | i€l} olsun. Asagi-
daki ti¢ kosul saglaniyorsa bu kiime ailesine A nin bir ayrisimi denir. Bu kosullar
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(a) Heri€l icin A; =,
(b) i, ]EI 1(;11’1 Ai #* A] ise Ai N A] = @,

(c) UAi=A
il

dir.

2.7.12. Ornek

Yandaki Venn ¢izenegi {A1, Ay, Az, Ay, As } kii-
me ailesinin A nin bir ayrigimi oldugunu goéstermek-
tedir.

2.7.13. Ornek

Ziile tek sayilar kiimesini, Zile ¢ift tamsayilar kiimesini gosterecek olursak, { Z, Z}
kiime ailesi tamsayilar kiimesi Z nin bir ayrisimidir.

Z* pozitif tamsayilar kiimesi Z~ negatif tamsayilar kiimesi olmak iizere, { Z*,
Z7} kiime ailesi Z nin bir ayrisimi olur mu?

2.7.14. Ornek

A={ab,cdef g}lkiimesiigcin A;={a,c}, Ay ={b}, A3 ={d, e, f}, Ay={g} altkiimeler
ailesi { A1, Az, Az, A4}, A nun bir ayrigimidir.

2.8. Carpim Kumeler

Bu kesimde, kiimeler arasinda adina kartezyen carpim ya da dik garpim denilen ye-
nibiriglem tammlayacagiz. Once buiglemin tanimiigin gerekli olan sirali ikili kavra-
mini tanimlamaliyiz.

Aile B kiimeleri ve a€A, bEB 6geleri verildiginde bu 6gelerin belirledigi, sira goze-
tilerek tanimlanan siral1ikili (a, b)ile gosterilen yenibir 6gedir; a yabusiraliikilinin
birinci 6gesi, b ye de ikinci 6gesi denir. Bir sirali ikilide kimin birinci 6ge kimin ikinci
6ge oldugu 6nemlidir. Dolayistiyla iki sirali ikilinin nasil esit oldugu 6nemlidir. (a;,
b1) ve (ap, by) gibi ikili sirali ikilinin esit olusu

(a1, by) =(ap, by) & aj=ax ve bi=b,

diye tanimlanir. O halde (a, b) siral: ikilisi {a, b} kiimesinden farkli bir nesnedir.
Ciinkii a = b ise {a, b} = {b, a} olmasina karsin (a, b) = (b, a) dur.

ACIKOGRETIM FAKULTESI



62

KUMELER VE KUME ISLEMLERI

Burada tanimlanan sirali ikili kavraminin esasda verilen iki 6geye sira gozetilerek
yeni bir 6ge kargsilik getirmekten bagka bir sey olmadig1 agiktir. Dolayisiyla (a, b) s1-
rali ikilisi ile a, b gergel sayilar oldugundan onlarin belirledigi (a, b) agik aralig1 bir-
birlerinden farkli seylerdir. (a, b) gosterimi bir sirali ikili mi, yoksa bir a¢ik aralik mu
gosterir kolay fark edilecektir.

2.8.1. Tanim

A veBkiimeleri verilsin. a € A ve b €B olmak iizere, tiim (a,b) sirali ikililer kiimesi-
ne A ve B nin ¢arpim kiimesi denir ve bu kiime AxB simgesiyle gosterilir.

Tanimi simgelerle ifade edecek olursak
AxB={(a,b) |l acEA vebEB}
olur. AxB carpim kiimesiigin A yabirinci ¢carpan B ye de ikinci ¢arpan kiime denir.

2.8.2. Ornek
(i) A={a b, c},B=1{1,2} kiimeleri igin

AxB=1{(a, 1), (a 2), (b1), (b, 2), (c1), (c, 2)}
ve
BxA ={(1, a), (1, b), (1,0), (2, a), 2,b), (2, 0)}

olur. Burada A x B = B x A olduguna dikkat ediniz.

(ii) Gergel sayilar kiimesi R nin kendisiyle ¢arpimi olan

RxR = {(x,y) | x,y ER}
kiimesinin geometrik temsiline kartezyen diizlem denildigini ve R x R = R? ki-
saltmasi yapildigini biliyoruz. Kartezyen diizlemde (x,y) sirali ikilisiyle temsil edi-
len nokta igin x e noktanin birinci koordinati y ye de ikinci koordinati denir. (0, 0) s1-
rali ikilisi de kartezyen diizlemin baslangi¢ noktas: adin1 alir.

e A={A 0O, O}ileB={+,1} kiimesinin AxB ¢arpim kiimesini yaziniz.
e R x(1,3] kiimesini kartezyen diizlemde tarayiniz.

Bir A kiimesi ile bir B kiimesinin AxB ¢arpim kiimesini Venn ¢izenegiyle gostermek
istersek cogunlukla asagidaki gibibir dikdortgen cizeriz. Dikd6rtgenin alt tabani bi-
rinci ¢arpankiime A yi, ilk diisey kenari daikinci garpan kiime B yi temsil eder. Dola-
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yistyla AxB i¢indeki tiim (a, b) sirali ikilileri dikdortgen icinde bir nokta ile temsil
edilirler. Ornegin A={a, b cd},B={xy, z} kiimeleri i¢cin AxB ¢arpim kiimenin
Venn cizenegiyle temsili asagidaki bicimde verilebilir:

B
| | | |
| | | |
Z@——— & ————— o ——o - ——o-————
;(a, z) ;(b, z) ;(c, z) ;(d, z)
0 S SR S A G
I (a, ) ;(b, y) ;(c, y) ;(d, y)
e & I
i ﬁa, X) "(b, X) T(c, X) f(d, x)
| | | |
A a b c d

AxB={(a,x),(aYy),(a2),bx), by, bz),(x),cy) (2, dx),dy),(d2)

2.8.3. Teorem

Kiime ¢arpiminin kiime birlesimi, kesisimi ve fark tizerine dagilma 6zellikleri var-
dir; Yani A, B, C kiimeleri i¢in

(i) Ax(BUC)=(AxB) U (AxC)
(i) Ax (BN C)=(AxB) N (AxC)
(iii)) Ax B\ C)=(AxB) \ (AxC)
dir.

Kanit
(i) ve (iii) yi kantlay1p (ii) nin kanitini size birakalim:

(i) Esitligin her iki tarafinda bulunan kiimeler ¢arpim kiimeler oldugundan
Ogeleri siral ikililer olacaktir. O halde, esitligin iki yanindaki kiimelerin ayni si-

rali ikililerden olustugunu gostermeliyiz.

xyEAXx(BUC) xEAve yEBUC
< XxEA ve(yEB veya ye ()
< (xEAve yEB)veya (xEAve yEQ)
< (x,y) EAxB veya (x,y) € AxC
< (x,y) € (AxB) U (AxC)

olduguna gore Ax ((B U C) = (AxB) U (Ax C) esitligi gecerlidir.

Bu kanitin igtincii adiminda A nin v tizerine dagilimi 6zelliginin kullanildigina dik-

kat ediniz.
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(iii)) (x, y)EAx(B\C) <xEAve yEB\C
< xEAve(yEBvey &)
< (XEAveyEB) ve xEA vey&C)
< (x, y) EAXB ve (x,y) & AxC
< (x,y) €E(AxB) \ (AxC)

oldugundan Ax (B\C) = (AxB) \ (Ax C) esitligi gecerlidir.

2.8.4. Tanim

Bos olmayan bir A kiimesi i¢in AXA ¢arpim kiimesinin
Da={(a,a)l a€ A}
olarak tanimlanan alt kiimesine A nin kdsegeni ad1 verilir.

Sozgelimi A= {-1, 0, 1, 2,} kiimesinin kdsegeni
DA: { ('1r '1)/ (Or 0)/ (1r 1)/ (2/ 2)}
olur.

Siraliikili kavrami genisletilerek sirali ticlii, sirali dortlii, kisaca nbir pozitif tamsay1
olmak tizere, sirali n-li tanimlanabilir. Boylece kiime ¢arpimi genisletilerek {ig kii-
menin ¢arpimi, dort kiimenin ¢arpimi ya da n kiimenin ¢arpimi tanimlanabilir. Sim-
di kisaca bu konulara deginelim.

a, b, c 6geleri verilsin. (a, b) siral ikilisi ile ¢ nin olusturdugu sirali ikiliye siral1 tiglii
denir ve bu 6ge (a, b, c) olarak gosterilir; yani

(a, b, 0)=((ab), c)
dir. Benzer olarak, a, b, ¢, d 6gelerinin (a, b, ¢, d) sirali dortliisii

(a,b, ¢, d)=((a,b, c), d)
olarak tamimlanir. a;, a, ..., anOgelerinin(a;, az , ..., an) swrali n-lisi de, (a1, az,
.., ap.) tanimbh ise

(a1, a2, ..., an) =((a1, a2, .., an1), an)
olur.

Boylece Ay, Ay, ... Ay kiimeleri verildiginde bu kiimelerin ¢arpim kiimesi
ArxApx..xAp={(ar, az, ..., an)l & €Ay ,i=1,2,..n}

olarak tanimlanir. S6zgelisi, R gergel sayilar kiimesi igin
Rx Rx..xR=Rn

\_Y_J

n tane
kiimesi gercel sayilarin tiim sirali n-liler kiimesidir; Yani

R ={ (x1, X2, ..., Xn)| ;€R,i=1,2,..n}
dir.
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2.8.5. Ornek

R® deA=(xy,2z) | 0<x<2 0<y=<3 0=x<zx<1}kiimesini geometrik olarak
belirleyiniz.

Coziim
R3? gergel sayilarin tiim sirali 3-liiler kiimesidir. R® e kartezyen uzay ya da ko-

ordinat uzay1 denildigini biliyorsunuz. Bu uzayda A kiimesi asagidaki sekilde go-
riilen dikdortgenler prizmasinin {izerinde ve icinde olan noktalar kiimesidir.

Z
T 0,0.1) 0,3,1)
|
|
|
(2,0,1) —_—  (231) o >
. 7(0,0,0) ©0,3.0) y
//
7/ ’ A

/ 2.0.0) (2,3,0)

Degerlendirme Sorulari
Asagidaki sorularin yanitlarini verilen se¢enekler arasindan bulunuz.

1. &, {J}, {0}, A ={x | xER? ve x? =-1} kiimeleri veriliyor. Asagidaki esitlik-
lerden hangisi dogrudur?

A. O =1{2)
B. @ =10}
C.A=0
D. A ={0)
E. A ={0)

2. A={1,2,3,475}, B=1{1, 4, 5}, C={xl| x tek basamakl pozitif tamsay1} kii-
meleri veriliyor. Asagidakilerden yanlis olan hangisidir?

A. BCA
B. ACC
C. AnC=A
D. AUC=C
E. C\A=B

ACIKOGRETIM FAKULTESI




66

KUMELER VE KUME ISLEMLERI

3. AUBUAUC kiimesi agagidakilerden hangisidir?
A. AU (BNQ)
B. AUBUC
C. (AnB)UC
D. BUC
E. ANBNC
4. (AUBUC) kiimesi nin tiimleyeni asagidakilerden hangisidir?
AN BN Ct
AtUBtU Ct
(AtUBH) N C
. (AtN Bt U Ct
AtU (BtN CY

HON= >

5. A, B, C kiimeleri birer daire ile gosterilmektedir. Sekildeki tarali kistm asagi-
dakilerden hangisidir?

ANBNC
(ANB)UC
AUBNCQ)
AUBUC
ANBUCQ)

FONS

6. N dogal sayilar kiimesi, a pozitif bir tamsay1 olmak tizere aN = { an |nEN }
kiimesi olduguna gore, 8N N 12 N kiimesi asagidakilerden hangisine esittir?

4N

16N

24N

32N

48N

moNw»

={x | x=3n, nEN},B={x | x=3n+1, nEN}, C={x | x=3n+2, nEN} ol-
uguna gore, AU B U C kiimesinin esiti asagidakilerden hangisidir?

N
o

227

moON= >
S
Z

&)
z
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8.

10.

11.

12.

A, B, C su iki 6zelligi saglayan ti¢ kiimedir:
ANB=ANC AUB=AUC
Asagidakilerden hangisi dogrudur?

A. AC

B. A=C
C. BCC
D. B=C
E. A=B

A ve B herhangi iki kiimedir. AU B, AN B, ve A\ B kiimelerinin tiim alt kii-
meleri sayisi, sirastyla 128, 1 ve 8 olduguna gore B\ A kiimesinin 6ge sayis1 ne-

16 kisilik bir simifta Ingilizce grenenler kiimesi I, Fransizca dgrenenler kii-
mesi F dir. s (I)= 8, s (F) =9, s (I N F)t) =14 olduguna gore, bu simifta Fran-
sizca 6grenen Ogrenciler sayisi nedir?

3

mON® >

4
5
6
7

Koordinat diizleminde merkezi baslangi¢ noktasinda olan 3 yarigapli gembe-
re igten teget olan 2 yarigapl tiim dairelerin ailesi A ile gosteriliyor. A aile-
sinin kesigimi olan N A kiimesi agagidakilerden hangisidir?

Merkezi baslangi¢ noktasinda olan 3 yarigaph daire

Merkezi baslangi¢ noktasinda olan 2 yarigaph daire

Merkezi baslangi¢ noktasinda olan 1 yarigaph daire

Merkezi baslangi¢ noktasinda olan 1 yarigapli ¢gember

Bos kiime

mo0w>

n=1,2, 3, ...icin An = {' % , 1+ ﬂ kapali araliklar: tanimlanryor.

{ A, | n=1, 2, 3...} kiime ailesinin kesisimi olan () A, kiimesi asagidakiler-
den hangisidir? n=1

mONS
o
=
N
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13.

14.

15.

16.

Asagidaki kiime ailelerinden hangisi A=1{0, 1, 2, 3,4, 5, 6,7, 8,9} kiimesinin
bir ayrisimidir?

3)/ (5/ 2)/ (2/ 5)/ (7/2)/ (4/ 7)}
5,2), (7, 4)}

4 5)/ (2/ 7)/ (4/ 3)/ (4/5)/ (4/ 7)}

4 4)/ (5/ 2)/ (5/ 4/ (7/2)1 (7/ 4)}
(2, 5), (7,2)}

—
A~ AN SN AN~
W N

Sekildeki koordinat diizleminde tarali olan kiime hangi araliklarin ¢arpim
kiimesidir?

A. (2,5)x(1,3)
B. [2,5)x][1,3]
C. [1,3)x (2, 5]
D. (2,5]x(1,3]
E. (2x5]x][1,3)

Herhangi A, B, C kimeleri i¢in s (A) = 5, s(B) =10, s(C) =38
ve BN C=¢ dir. Ax (BU C) kiimesinin 6geleri sayis1 nedir?

400

120

90

130

23

MU0 >
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