Ders: Matematik

Ders Süresi:  6 Ders Saati 
Tarih:

Okulun Adı:  
Sınıf: 9

Öğrenme Alanı: Cebir

Bölüm: Sayılar 
Alt Öğrenme Alanı: Modüler Aritmetik
Beceriler: Matematiksel düşünme, akıl yürütme, ilişkilendirme, problem çözme, iletişim kurma.

Kazanımlar: 

1. Kalan sınıflarını (denklik sınıflarını) ve kalan sınıflarının kümesini (Z/m kümesini) belirtir.
2. Modüler aritmetik ile ilgili özellikleri gösterir ve işlemler yapar.     

3. Z/m kümesinde toplama ve çarpma işlemlerini yapar  ve özelliklerini belirtir.   

Araç ve Gereçler : Matematik dersi için hazırlanmış araç gereçler 
ÖĞRENME VE ÖĞRETME SÜRECİ
MODÜLER ARİTMETİK
a, b, m birer tam sayı ve m > 1 olmak üzere, tam sayılar kümesi üzerinde tanımlanan,
 = {(a, b) : m, (a – b) yi tam böler}
bir denklik bağıntısıdır.
b denklik bağıntısı olduğundan
Her (a, b)  için,
a b (mod m)
biçiminde yazılır ve m modülüne göre a sayısı b ye denktir denir.
	
	
	ise , a  b (mod m) 

       a  b + mk, k Z


Tam sayıların m sayma sayısı ile bölünmesiyle elde edilen kalanlar:
0, 1, 2, 3, 4, ... , (m – 1) dir.
Her tam sayı m ile bölündüğünde hangi kalanı veriyorsa o kalana denktir. Bu kalanların her biri, belirlediği denklik sınıfının temsilci elemanı olarak alınırsa, denklik sınıfları
0, 1, 2, 3, 4, ... , (m – 1) dir.
Bu denklik sınıflarının kümesine m nin kalan sınıflarının kümesi denir ve Z/m biçiminde gösterilir.
Buna göre, Z/m = {0, 1, 2, 3, 4, ... , (m – 1)} dir.
n bir sayma sayısı ve k bir tam sayı ve
a  b (mod m)
cd (mod m)
olmak üzere,
1) a + c b + d (mod m)
2) a – c  b – d (mod m)
3) a . c  b . d (mod m)
4) an  bn (mod m)
5) a – b 0 (mod m)
6) k . a k . b (mod m) dir.
7) n sayma sayısı; a, b, m sayılarının ortak 
böleni ise[image: image1.png]



8) a ile m ve b ile m aralarında asal olmak 
üzere,[image: image2.png]


 dir.
	Z/m deki işlemler (mod m) ye göre yapılır.


x, m nin tam katı olmayan pozitif bir tam sayı ve m bir asal sayı ise,
xm – 1  1 (mod m) dir.
x in (m – 1) den daha küçük kuvvetinde de 1 bulunabilir.
x ile m aralarında asal sayılar olmak üzere, m nin asal çarpanlarına ayrılmış biçimi
m = ak . b r . c p ve
[image: image3.png]



xT  1 (mod m) dir. 

m asal sayı ise , 

(m - 1)!+10 (mod n) dir 

Etkinlik:
 [!]  
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 olmak üzere, m ile bölünmesinden aynı kalanı veren tam sayıları denk sayan bağıntının yansıma, simetri ve geçişme özelliklerine sahip olduğu (bir denklik bağıntısı olduğu) verilir.

( Bağıntı

[!]  Özellikler : 
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[!]  Üslü biçimde verilen bir tam sayının başka bir tam sayıya bölünmesinden kalanın bulunması verilir.
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 sayısının 5 ile bölünmesinden elde edilen kalanı bulunuz.
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 sayısının 7 ile bölünmesinden elde edilen kalanı bulunuz.
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 sayısının birler basamağını bulunuz.
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 olmak üzere, 
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 denkliğini sağlayan m değerlerini bulunuz.

[!]  Z/m de birinci dereceden bir bilinmeyenli denklemlerin çözümü verilir.

(f Modüler aritmetik, gizli haberleşme bilimi olan kriptolojide mesajların şifrelenmesinde sıkça kullanılmaktadır. Aşağıdaki tabloda alfabemizdeki harflere ve bazı noktalama işaretlerine sayılar atanmıştır.

	Harfler
	Sayısal Değerler (d)
	Harfler
	Sayısal Değerler (d)
	Harfler
	Sayısal Değerler (d)

	A
	00
	İ
	11
	Ş
	22

	B
	01
	J
	12
	T
	23

	C
	02
	K
	13
	U
	24

	Ç
	03
	L
	14
	Ü
	25

	D
	04
	M
	15
	V
	26

	E
	05
	N
	16
	Y
	27

	F
	06
	O
	17
	Z
	28

	G
	07
	Ö
	18
	.
	29

	Ğ
	08
	P
	19
	,
	30

	H
	09
	R
	20
	"
	31

	I
	10
	S
	21
	Boşluk
	32


        Bu tabloya göre Atatürk’ün,  " Tek ihtiyacımız, çalışkan olmaktır."  sözünü
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şifreleme işlemiyle şifrelenmiş sayı dizisine dönüştürmeleri istenir.

                k = 04 29 11 19 05 17 15 29 17 00 06 08 16 21 16 01 03 09

                      06 20 16 28 19 06 22 05 23 20 21 06 19 29 16 26 02 04

(f  11 ile bölünebilme kuralını modüler aritmetik yardımıyla göstermeleri istenir.
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 olmak üzere, 
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 denkliğini sağlayan  m değerlerinin toplamı buldurulur.
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[image: image19.wmf]543(mod7)

x

+º

 olduğuna göre, 
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 in alabileceği en küçük doğal sayı değeri buldurulur.
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 olduğuna göre, 
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 in alabileceği en küçük doğal sayı değeri buldurulur.
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 olduğuna göre, 
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 in alabileceği en küçük doğal sayı değeri buldurulur.
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 olduğuna göre, 
[image: image26.wmf]x

 in alabileceği en küçük doğal sayı değeri buldurulur.
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 sayısının birler basamağındaki rakam buldurulur.
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 toplamının 6 ile bölümünden kalan buldurulur.
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 tam sayısının  8  ile  bölümünden  kalan 5,  
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 tam sayısının  8  ile bölümünden kalan  3  olduğuna göre, 
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tam sayısının  8 ile bölümünden kalan buldurulur.

(ı   Z/5 = 
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0,1,2,3,4

  kümesi için 
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 ve 
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  işlemlerinin tabloları aşağıda verilmiştir. Tablodaki boşlukların doldurulması istenir. 
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        Tablolar yardımıyla işlemlerin özelliklerini fark etmeleri sağlanır. Aşağıdaki denklemleri çözmeleri istenir.
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(ı    Z/5  te  
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  denkleminin çözüm kümesi buldurulur.

(ı    Z/5  te   karekökü olmayan sayılar buldurulur.

(ı    Z/5  te  
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  denkleminin çözüm kümesi buldurulur.

(ı    Z/5  te   
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 denkleminin çözüm kümesi buldurulur.
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  olduğuna göre, 
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 buldurulur.

ÖLÇME VE DEĞERLENDİRME
1. (353)521(x(mod5)  ise x kaçtır?

2. 41993 sayısının 5 ile bölümünden kalan kaçtır?

3. xЄZ+ ve 21(x(mod 8) ise x in alabileceği en küçük değer kaçtır?

4. 7(23(mod n) ve n>1 şartlarını sağlayan kaç tane n değeri vardır?

5. 5x+8(2-x(mod 7) ise x’in alabileceği pozitif en küçük iki değerin toplamı kaçtır?

6. Bir asker 5 günde bir nöbet tutmaktadır.Bu asker ilk nöbetini pazartesi günü tuttuğuna göre 50. nöbetini hangi gün tutar?

                                                                                                 EBRUHOCA

                                                                    WWW.MATEMATİKOGRETMENLERİ.COM
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