BOLUM 3. OLASILIK ve OLASILIK DAGILIMLARI

Rasgele Sonuclu Deney: Sonuclarinin kiimesi belli olan, ancak hangi sonucun ortaya
cikacagl onceden sdylenemeyen bir isleme Rasgele Sonu¢lu Deney veya kisaca Deney denir.

Ornek Uzay: Bir deneyin tiim olabilir sonuglarinin kiimesine Ornek Uzay denir. Genellikle
S harfi ile gosterilir.

Olay: Ornek uzayn bir altkiimesine Olay denir.

Ayrik Olay: Iki olay ayn1 anda meydana gelemiyorsa bu olaylara ayrik olaylar denir. Diger
bir ifadeyle kesisimleri bos kiime olan olaylara ayrik olaylardenir.

Olasihik: Her olaya 0 ile 1 arasinda bir gercel say1 tahsis eden bir fonksiyondur. Olasilik
fonksiyonunun belirtildigi 6rnek uzaya olasilik uzay1 denir.

Ornek uzaydaki her noktaya (basit rasgele olay) ve her alt kiimeye (bilesik rasgele olay)
olasilik uzayinda bir nokta (bir olasilik) karsilik gelir.

Ornek 3.1 Bir zar atildiginda cift say1 gelmesi olasilig1 nedir?
Omek uzay, yani tiim miimkiin sonuglarin kiimesi,

S =1{1,234,5,6}
dir.

A = Cift say1 elde edilmesi olay1 olsun. Buna gore,

PM)—S—l
6 2

dir.
3.1 Olasihik Aksiyomlar:

1) Herhangi bir A olay1i¢in 0 < P(A) <1

2) P(S) =1

3) A ile B ayrik olmayan iki olay ise P(A U B) = P(A) + P(B) — P(ANB)

4) A ile B ayrik iki olay ise P(AU B) = P(A) + P(B)
(Yani, A ile B ayrik iki olay ise ANB =@ ve P(ANB) = 0dir.)

5) A olay1 S 6rnek uzaynin bir alt kiimesi olsun. A olaymin tiimleyeninin olasiligi,
P(A) =1 - P(A) dir.

3.2 Kosullu Olasihik

Bir olaym, bagka bir olayin meydana gelmesi kosulu altinda ortaya ¢ikmasi olasiligidir. B
olay1 bilindiginde A olaymin ortaya ¢ikmasi olasiligi,
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P(ANB)

P(AIB) = —5 s

ile gosterilir ve B olay1 verilmisken A olaymin kosullu olasilig1 olarak adlandirilir.

Eger bir A olaymin ortaya ¢ikmasi B olayinin ortaya ¢ikmasina bagl degilse A ve B olaylari

bagimsiz olaylardir ve
P(AnB) =P(A) X P(B)
dir. Bu durumda,

P(ANB) P(A) x P(B)
P(B) __ P(B) =P

P(A|B) =

dir. Ayni sekilde,

P(BNA) _P(A) x P(B)

PBIN ==~ =" @

= P(B)
dir.
Ornek 3.2 A ve B iki olay olsun, dyleki;

1 1 1
P(A)=5,PB)=3,PANB) =7

olmak iizere asagidaki olasiliklar1 hesaplayiniz.

a) P(A|B) =?
b) P(B|A) =?
c) P(AU B) =?
_PnB) _ 1/, 3
a) P(A|B) = e 1, s
_P@nB) _ Yy _2_1
b) P(B|A) = P 1, "2z

c) P(AUB) = P(4) + P(B) — P(ANB)

23 a4 12

Ornek 3.3 P(4) = i, P(B) =p,P(AUB) = goldugu biliniyor. Buna gore,

a) A ve B ayrik iki olay ise p’ yi bulunuz.
b) A ve B bagimsiz iki olay ise p’ yi bulunuz.

a) Aile B ayrik iki olay ise AN B = @ ve P(A N B) = 0 dir. Buna gore,

P(AUB) = P(A) + P(B)
1 1 1 1 1

372 P7PT3TRTR
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b) A ile B bagimsiz iki olay ise P(A N B) = P(A) X P(B) dir. Buna gore;

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)
P(AUB) = P(A) + P(B) — P(4) x P(B)

11,1 1_1.3
=== ——XpD2-=—4-
3 4 TPTPT TP
3.1 1
AP 7P

Ornek 3.4 Dis hekimligi fakiiltesinde okuyan 6grencilerin 0.30° u biyoistatistikten, 0.20 si
biyokimyadan ve 0.15° i hem biyoistatistik hem de biyokimyadan basarisiz olmustur.
Ogrenciler i¢inden rasgele secilen bir 6grenci,

a) Biyoistatistikten basarisiz ise, biyokimyadan da basarisiz olmasi olasiligi nedir?

b) Biyokimyadan basarisiz ise, biyoistatistikten basarisiz olma olasilig1 nedir?

A: Biyoistatistikten basarisiz olma olay1
B: Biyokimyadan basarisiz olma olay1

P(A) = 0.30,P(B) = 0.20,P(AN B) = 0.15

P(ANB) _ 015 _

a) P(Bl4) = P(A) ~ 030 0.50
P(ANB) 0.15
b) P(A|B) = P(g) =—==075

Ornek 3.5 Yapilan bir calismada hastalarm 0.20” si hem aspirin, hem de novaljin, 0.40’ 1
sadece aspirin ve 0.30° u da sadece novaljin kullanmaktadir. Rasgele secilen bir hastanin
aspirin kullandig: biliniyorsa, bu hastanin novaljin de kullanmasi olasilig1 nedir?

A: Aspirin kullanma olay1
B: Novaljin kullanma olay1

P(A) = 0.40,P(B) = 0.30,P(AN B) = 0.20

P(ANB) 020 _

PBIN = =5~ =040~

0.50

3.3. Permiitasyon ve Kombinasyon

Permiitasyon: n farkli elemandan r tanesinin bir siralanmasi r’ li permiitasyon (sira diizen)
olarak adlandirilir. ,,B. ile gosterilir,
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nl
P. = ,
M (n=1)!

nPy = nl! , r=n

r<n

Ornek 3.6 A = {a, b, c,d} olmak iizere 3’ lii permiitasyonlari nelerdir?

(A S
a c b ach
<: d acd

d <: b adb

¢ adc

a ¢ bac

<: d bad

b c a bca
<: d bcd

d a bda

<: ¢ bdc

a b cab

<: d chd

c b a cha
<: d chd

d a cda

<: b cdb

a b dab

<: ¢ dac

d b <] a dba
¢ dbc

c a dca

<< b deb

b) a, b, ¢, d’ nin 3’ lii permiitasyonlarinin sayist;

=432 =24
a) Py =——=4321=24

= (a-3)!

Ornek 3.7 Bir eczaci, bir dis hekimi, bir doktor ve bir biyolog yan yana kag farkli sekilde
oturabilir?

4P4=4‘!

Ornek 3.8 Bir eczac, bir dis hekimi, bir doktor, bir hemsire ve bir hastabakicidan sadece ikisi
yan yana kag farkli sekilde oturabilir?

5! 54321
(=2 321

5P,
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Kombinasyon: Diizenleme sirasina bakilmaksizin n tane nesneden r tanesinin se¢imi n’ nin r’
li kombinasyonu olarak adlandirilr ve  ,,C, ile gosterilir,

]
nCr=(Z)=ﬁ

Ornek 3.9 A = {a, b, c, d} olmak iizere 3’ lii kombinasyonlar nelerdir?

{a,b,c},{a,b,d},{a,c,d},{b,c,d} olmak iizere 4’ tiir.
Kombinasyon formiilii ile,

4_) 4! 4

4C3=(3 “31@-3)

Ornek 3.10 5 doktor ve 7 eczacidan 2’ si doktor ve 3’ ii eczac1 olmak iizere 5 kisilik bir
komisyon kag farkli sekilde secilebilir?

5 doktordan 2 tanesinin secilmesi,

_(5yo_ > _
stz = (2) 205 =2) 10
7 eczacidan 3 tanesinin secilmesi,
(Yo" _
705 = (3> T 31(7=-3)! 35

farkli durumda ortaya ¢ikabilir. O halde, s6z konusu komisyon
10 x 35 = 350

farkl1 sekilde olusturulabilir.

3.4 Rasgele Degisken

Rasgele Degisken: Bir ornek uzaydaki her rasgele olaya sayisal bir deger atayan bir

fonksiyondur. Rasgele degisken X,Y, Z, ... gibi biiyiik harflerle gosterilir.

Rasgele degiskenler kesikli rasgele degisken ve siirekli rasgele degisken olmak tizere ikiye
ayrilir. Bir X rasgele degiskeninin olanakli degerlerinin sayisi sonlu veya sayilabilir ise X e
kesikli rasgele degisken denir. Bir X rasgele degiskeninin olanakli degerleri bir araliktan ya

da araliklar koleksiyonundan olusuyor ise X~ ¢ siirekli rasgele degisken denir.

X kesikli bir rasgele degisken oldugunda,
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fx(x) =PX =x)

fonksiyonuna X rasgele degiskeninin olasihik fonksiyonu denir. Bir f fonksiyonun olasilik

fonksiyonu olabilmesi i¢in asagidaki iki sart1 saglamasi gerekir.

1 fx(x)=0
2. Y fx(x) =1

X sitirekli bir rasgele degisken oldugunda,
b
Pla<X<b)= P(aSXSb)=f f(x)dx
a

olacak sekilde bir f fonksiyonu varsa bu f fonksiyonuna X rasgele degiskeninin olasihik
yogunluk fonksiyonu denir. Bir f fonksiyonun olasilik yogunluk fonksiyonu olabilmesi i¢in

asagidaki iki sart1 saglamasi gerekir.

1. fx(x)=0
2. [ fa)dx=1

3.5 Beklenen Deger ve Varyans
X bir rasgele degisken olmak iizere,
a) Kesikli X rasgele degiskeni igin
E(X) = Y, xfx(x) degerine , ( X lx|fx(x) < o0 oldugunda)
b) Siirekli X rasgele degiskeni igin
E(X) = fj;o xfx(x)dx degerine, ( fj;olxl fx(x)dx < oo oldugunda)
X’ in beklenen degeri denir.

E(X — a)¥ sayisina X’ in a noktasma gore k. momenti denir. E(X — a)? sayisina X’ in

varyansi denir. Var(X) ile gosterilir, Var(X) = 0 olmak iizere,
Var(x) = E(X — E(X)" = E(x?) — (E(X)”

dir. Beklenen deger, dagilimin merkezi hakkinda, varyans merkez etrafinda yayilim hakkinda

bilgi verir.
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Not: X bir rasgele degisken, a ve b birer rasgele degisken olmak iizere beklenen deger ve

varyans i¢in asagidaki 6zellikler yazilabilir.

a. E(aX+b)=aEX)*b
b. Var(aX + b) = a*Var(X)

Ornek 3.11 X rasgele degiskeninin olasilik fonksiyonu,

cx , x=1234
fo={5 " T4

olmak tizere,

C. ¢ degerini hesaplaymiz.

d. E(X) =2

. Var(X) =?
PX=1)=?

. P2<X<4)=?

. P(X<3) =2

= (o] -

a) f fonksiyonunun olasilik fonksiyonu olmast igin,
> =1
X
sartin1 saglamasi gerekir. Buna gore,
Y4_,cx =1 olmalidir. Yani,

c.14+c.2+c3+c.4=1

10.c =1
1
‘10
olmalidir. Buna gore,
1
f(x) = Ex , x=12,34
o , dy
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X ‘ 1 2 3 4
P(X =x) ‘ 01 02 03 04

bi¢iminde yazilabilir.

b) E(X) = X3=1xf(x)
=1x01+2x02+3x0.3+4x0.4
=01+04+09+16
=3

¢) Var(X) = E(x?) — (E(0))°

E() = ) x2f()

x=1
=1x014+2*%x0.2+3*%x03+4%>x04
=01+08+27+64
=10

Var(X) = E(X?) — (E(0))°
=10-3?
=1
dPX=1) =01
&) PR<X<4)=PX=3)+PX=4)
=03+04=07
f) P(X<3)=PX=1+PX=2)+PX=3)
=0.1+02+02=06

Ornek 3.12 X rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu,

cx , 0<x<5
f(x)_{O , dy

olmak tizere,
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a) c degerini hesaplaymiz.
b) E(X) =?

c) Var(X) =?

d P1<X<3)=?

e) PR<X<4)=?

f) P(X<3)=?

a)fo5 cxdx =1

c%|g=1
2
‘T3
2
b)f(x)={ﬁx  0=x=5
o , dy

_zf 2 _2x* . 10
=75) =538

0) Var(X) = E(X?) — (15()())2

125 25 2. 2 2 25
2 2 x2 2 (1 4 12
e)P(2<X<4)_f2—5XdX_E7Ig=E——E)=E

Ornek 3.13 Y =3X -5, E(X) =4, Var(X) = 2 olmak iizere Y rasgele degiskeninin

beklenen deger ve varyansini bulunuz.
E(Y) =E(3X-5)
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=3E(X) -5
=34-5=12-5=7
Var(Y) =Var(3X —5)
=9Var(X) =9 x2 =18
Ornek 3.14Y = X% +3X ve E(X) = 10, Var(X) = 6 olmak iizere E(Y) =?

E(Y) = E(X? 4+ 3X)

Var(X) = E(X?) — (E(X))”

6 = E(X?) — 100

E(X?) = 106

E(X? + 3X) = E(X?) + 3E(X)
=106 + 3 x 10 = 136
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