FONKSIYONLAR

“Fonksiyon” kavrami , matematigin en onemli
konusudur. O.S.S Matematik II sorularini
¢ozebilmek igin fonksiyon konusunu gok iyi
bilmek ve 6ziimsemek gerekir.

TANIM:

A kiimesinin her elamanini, B kiimesinin bir
ve yalniz bir elemani ile esleyen A dan B ye
her f bagintisina A dan B ye bir fonksiyon
denir.

f: A>B veya A ——> B seklinde
gosterilir.

A ya TANIM , B ye DEGER kiimesi
adi verilir.

(xy)ef igin; y=f(x) veya f:x—y veya
Xx—'>y vyazilirve Yy ye xin
f fonksiyonu altindaki gériintiisi denir.

f(A)={y : y=f(x) , x€ A} kiimesine de A nin f
fonksiyonu altindaki goriinti kiimesi denir.

ORNEK:

A={0,1} ve B=R olmak iizere ;
A dan Bye

f0—>17

f:1—>17 seklinde tanimlanan
( f={(017),(117)} )

f bagintisi bir fonksiyondur.

I A kiimesinin her elemani eslenmistir.
I A kiimesinin herhangi bir elemani, birden
fazla elemanla eglenmemistir.

ORNEK:

A={0,1} ve B=R olmak lizere ;

A dan Bye

f0—>17

f:0—20

f:1—>17  seklinde tanimlanan

( ={(0,17),(0,20),(1.17)} )

f bagintisi bir fonksiyon degildir.

I A kiimesinin her elemani eslenmistir.
I A kiimesinin elemanlarindan O , hem 17 ile
hem de 20 ile eslenmistir.

ORNEK:
f(1)=3 , f(2)=3 , f(3)=4 , f(-1)=7
( f={1.3).23).34.(-17)} )
seklinde tanimlanan f fonksiyonu igin ;
a) f fonksiyonunun fanim kiimesini
yaziniz? y: {1,2,3,-1}

b) f fonksiyonunun goriintii kiimesini

yaziniz? Y: {347]
ORNEK:
X
f(x)=— seklinde tanimlanan
X +1

f fonksiyonu igin f(2)=?

2
f2: =
@ 27 +1

agrl N

ORNEK:

f(x)=x? seklinde tanimlanan

f fonksiyonu igin;

Tanim kiimesi R alinirsa f(R)=?
fR)= {yeR | Y>0}=[0,)

Tanim kiimesi [-3,2] alinirsa f([-3,2]) = ?
f([-3.2]) = [0,9]

ORNEK:

f(x)= x*  fonksiyonu igin :
f(x+1) = (x+1)? = x%+2x+1
f(x?) = (x?)? = x* olur.

f(x) =sinx  fonksiyonu igin ;
f(x?) =sinx*

f(vX+1)=sinVx+1 olur.

UYART:

f(x) = x3-3x%+12x+10
polinom  fonksiyonlar
degerleri igin famimlidir.

seklindeki
X'in tim gergel
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ORNEK:
2x2 —3x
Vx?—3x+2

tanim kiimesini bulunuz.

f(x) = fonksiyonunun

UYART:

Rasyonel fonksiyonlarda payda sifir olamaz.
Karekaklii fonksiyonlarda , karekdk igindeki
ifade negatif olamaz.

x%-3x+2 >0 olmalidir.
(x-1)(x-2) >0
fonksiyonun tanim kiimesi : (—o0,1) U (2,00)

ORNEK:

X ; x<0 ise
f(x) =

x? ;x>0 ise

fonksiyonu igin ;

f(-2)= -2 , f(-1/2)=-1/2 , f(0)=0
f(1/2)=1/4 , f(3)=9 dur.
ORNEK:
|| . x<-3 ise
f(x)= 2x+9 -3<x<3 ise
x*-c ; x23 ise
ifadesinin ~ bir  fonksiyon  tanimladig

bilindigine gore ¢ kagtir?
f(3) = 2(3)+9=6+9=15

f(3) = 3%-¢c=27-c
27-¢ =15 olmalidir. ¢ =12 dir.

ORNEK:
x-1
f(X)=———=—  fonksiyonunun
X—2
tanim kiimesini bulunuz.

x-1>20 ve x>1 olmahdir.
ayni zamanda x-2#0 ve x#2 olmalidir.

ORNEK:

X
f(X) =— fonksiyonunun
V2x? -1
tanim kiimesini bulunuz?

2x%-1>0 X<——— veya x>

V2 V2

ORNEK:
V4 —x?

fonksiyonunun

g(x) =
tanim kiimesini bulunuz?

4-x°>0 -2<X<2 ve
x-1#0 x#1

ORNEK:
V1-X

V1+ X

tanim kiimesini bulunuz?

h(x) =

fonksiyonunun

1-x>0 x<1 ve
1+x >0 x> -1 olmahdir.
Tanim kiimesi  -1<x<1 dir.

ORNEK:

f() = ve g(X)W—Vi:

fonksiyonlarinin tanim kiimelerini bulunuz?

f(x) igin: x-1 >0 ve X#—1olmaldir.
x+1
Tanim kimesi : (—o0,—1) U[1,00)
g(x) igin: x—1>0 X>1 ve

X+1>0 X>-1 olmalidir.
Tanim kiimesi : [1,00)
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ORNEK:
f(x)=¥Y2x-1+ Ll fonksiyonunun
X J—

tanim kiimesini bulunuz?

2x-1>0 XZ% ve

x=1+#0 X#1 olmalidir.
ORNEK:

1
f(x)= fonksiyonunun

3+4x* -4

tanim ve goriinti kiimelerini bulunuz?

Tanim kiimesi : x> —4>0
(—00,—2] U[2,0)

Goriinti kimesi :

1
—:y
3+x* -4
3+VX - _1

y
JFTZ=%—3
0g¢ﬁtz:§_3
OS1—3

y
yS% ve y>0
1
0<y£§

FONKSIYONLARIN ESITLIGI:

Tanim kiimeleri esit f ve g fonksiyonlar
verildiginde ; fanim kiimesinin her x elemani
igin f(x) = g(x) oluyorsa f =g dir denir.

ORNEK:

X3 + X

x? +1

f(x) = x ve g(x)= fonksiyonlari

esitmidir?

Her iki fonksiyonun tanim kiimeleri R dir.

X*+x x(x*+1)
909 x2+1  x%+1 )

oldugundan f =g dir.

ORNEK:

x3 —

x? -1

f(x) = x ve g(x)= fonksiyonlari
esitmidir?

f fonksiyonunun tanim kiimesi R dir.
g fonksiyonunun tanim kiimesi R - {+1} dir.

Tanim kiimeleri esit olmadigindan f #g dir.

ORNEK:
f(x)=x+2 xeR

X2 +Xx—2

X#1 icin
x-1 ¢

g9(x) =
3 X =1 igin

fonksiyonlar: egitmidir?

Her iki fonksiyonun tanim kiimeleri R dir.

2
X#1 igin g(x):XJr—X_2
x—-1
_ =) o f (X)
x-1

oldugundan f =g dir.
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ORNEK:
f(x)=

ve

1
Ix+1-+x
g(x) =X +1++/x fonksiyonlar: esitmidir?

X+1>0 ve x>0

\/x+1—\/§¢0

Her iki fonksiyonun tfanim kiimeleri
[0,:0) dur.

F(x) = 1 x+1+\/;
Ix+1-x Ix+1+4/x

=JIx+1+/x = g(x)
ORNEK:
F(X) = ——2 ve

VX2 +Xx =X
g(xX) =VX® + X +x

esitmidir?

fonksiyonlari

x =0 igin; f fonksiyonu tanimsiz ,
g fonksiyonu tanimlidir.

Tanim kiimeleri egit olmadigindan f = g dir.

+ keR icin: (kf)(x) = kf(x)

f ve kf fonksiyonlarinin tanim kimeleri
esittir.

ORNEK:
f(x) = x> 5f (x) = 5x°
. 1 1.
X) =sinx ~g(x) = =sinx
9(x) ,900=7

+ (F+9)0=T0)+9(x)

Toplam  fonksiyonun  tanim  kiimesi
fonksiyonlarin tanim kiimelerinin kesigimidir.

« (fg)() = f(x)g(x)

Carpim  fonksiyonun  tanim  kiimesi
fonksiyonlarin tanim kiimelerinin kesigimidir.

ORNEK:
f(x)=vX ve g(x)=sinx igin;

(f +9)(X) = f(X) +g(x) = VX +sinx
(f = 9)(¥) = f(x) - g(x) = Vx —sinx
(fg)(X) = f (X)g(X) = V/xsinx

f fonksiyonunun tanim kiimesi [0,),

g fonksiyonunun tanim kiimesi R dir.
f+g , f—g ve fg fonksiyonlarinin
tanim kimeleri [0,00) MR =[0,00) dur.

Too=TW " (gx=0)
AT

Béliim fonksiyonun tanim kiimesi , g(x) =0

Kosuluyla fonksiyonlarin tanim kiimelerinin
kesigimidir.

ORNEK.
f(x)=x® ve g(X)=x>-1 icin;
RIS
(X) g(x) x2-1

Her iki fonksiyonun tanim kiimeleri R dir.
g(x) = x%-1= (x-1)(x+1) =0 , x=1veya x=-1

Balim fonksiyonunun tanim kiimesi R —{+1}
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BILESKE FONKSIYON:
(fog)(x) = f(9(x))
seklinde tanimlanan fog fonksiyonuna

f ve g fonksiyonlarinin bileske fonksiyonu
denir.

fog fonksiyonunun tanim kiimesi ,
g fonksiyonunun tanim kiimesine esittir.

g fonksiyonunun goriintii kiimesi ,
f  fonksiyonunun tanim kiimesinin bir alt
kiimesi olmalidir.

ORNEK:
f(x) =sinx ve
fonksiyonlar: igin;

g(x) =x"

(fog)(x) = f(g(x)) = f(x*) =sin(x")

g fonksiyonunun gériintii kiimesi [0, o)

f fonksiyonunun tanim kiimesi R olup,
[0,00) R dir.

fog fonksiyonunun tanim kiimesi ,
g fonksiyonunun tfanim kiimesine esit olup
R dir

ORNEK:
f(x)=x°, g(X)=sinx ve h(x)=+x

fonksiyonlar: igin;

(fogoh)(x) = f(g(h(x)))=
f(9(Vx) = f(sinVx) = (sinv/x)° =sin® Vx

ORNEK:
y=u’, u=v?+1 ve v=sinx igin,
Y nin, X cinsinden ifadesi nedir?

u=v?+1 ve vV=sinx oldugundan
u=sin’x+1 dir.

y=u* ve u=sin’x+1 oldugundan
y =(sin®* x+1)* dir.

ORNEK:

F(x)=(3x>-2x+1)° fonksiyonunu

f ve Qg fonksiyonlarinin bilegkesi olarak
ifade ediniz?

f(x)=x® ve g(x)=3x*>-2x+1 olarak
alinirsa ;

(fog)(x) = f(3(x)) = (9(x))°
=(3x* -2x+1° =F(x)

+y = f(x) fonksiyonunun  grafigi
verildiginde ; ¢ >0 igin

g(x) = f(x-¢) fonksiyonunun grafigini gizmek
istersek , y = f(x) in grafigi c birim SAGA
kaydirilir.

g(x) = f(x+c) fonksiyonunun grafigi igin ,
y = f(x) ingrafigi ¢ birim SOLA kaydirilir.

g(x) = f(x)+c fonksiyonunun grafigini gizmek
istersek , y = f(x) in grafigi ¢ birim
YUKARTI kaydirilir.

g(x) = f(x)-c fonksiyonunun grafigi igin ,
y = f(x) ingrafigi ¢ birim
ASAGT kaydirilir.

+ Fonksiyonlar ;
1- Polinom Fonksiyonlar
2- Rasyonel Fonksiyonlar
3- Cebirsel Fonksiyonlar
olarak siniflandirilabilirler.

neN’ igin;
Y S Qo+ QX+ Xt .o+ AniX"! + apx"
seklindeki  fonksiyonlara n. dereceden

POLINOM FONKSIYON denir.
Tanim kiimeleri R dir.

P(x) ve Q(x) birer polinom olmak iizere ;
f(=—
Q(x)
RASYONEL FONKSIYON denir.

seklindeki fonksiyonlara

Tanim kiimeler:i {X eR| Q(x)=0 } dir.
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LIMIT

x'i adnin yeterince kiigik bir komsulugu
iginde aldigimizda, f(x)in olabildigince
yaklasabilecegi bir L sayisi varsa ;

x a'ya yaklasirken f(x)'in limiti L'dir denir,
!(irg f(X)=L yazilr.

+ a,ceR icin;
limc=c dir.

X—a

£ limx=a dir.

£ 1im(T () +9g(x)) = lim f(x) +1limg(x)
& lim(cf (x)) =clim f (x)

£ 1im(f(x)g(x)) =lim f (x)limg(x)

lim f (x)
o lim ) o limg(x) = 0)
Xx—>a g(x) !(T;g(x) X—>a
£ limx"=a"
SUREKLILIK:

Tanim kiimesindeki a sayisi igin;
limf(x)=f(a) ise
X—a

f fonksiyonu x=a noktasinda sireklidir

denir.
ORNEK:

x>, x#0 ise
f(x) =

17 , x=0 ise
fonksiyonu ;

Iir721 f(X)=4=f(2) oldugundan

x=2 igin siirekli ,
Iirrol f(x)=0= f(0) oldugundan
X—

x=0 igin siirekli degildir.

ORNEK:
Iirr21(3x2 —2x+1)=32%-22+1=9

£ f(X)= aX"+ X"+ .+ aiX + ag
seklindeki polinom fonksiyonlar igin ;
limf(x)=f(@) dr. (aeR)
X—a

ORNEK:
W2 _3x4+o lim(x* —3x+2)
lim _ 2o

—>12x3 +x—4  1lim(2x% + x—4)

_(D)°-3=D+2 ___E
2D+ (-D-4 7

lim £ () =  (-1) =—$

ORNEK:
W _x2_ax+3 lim(x* —x* —4x+3)

I' — X—2

m
x>2  X? +3X—6 Iin;(x2+3x—6)

2° 2" —42)+3 1
2% 13(2)-6 4

lim f (x) = f(2)=—%

+ f(x)=w

Q(x)
seklindeki Rasyonel fonksiyonlar igin;
a tanim kiimesinin bir elemani ise

lim ()= f(a) d.
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ORNEK: ORNEK:
— 2
lim "2 7 lim X 21,
X2 X5 —X—2 i 3x-1
3

lim(x* —=x—-2)=2°-2-2=0 _ ,
X2 lim(3x" +2x-1) =0

Iirrzl(x—2)=2—2=0 x>
Iirrl1(3x—1):0
. X—2 3
lim—=lim——
=2 X% —x—-2 =2(X+1)(x-2) )
:|imi:£ “nl]Sx +2x—1:“n1](3x—1)(x+1)
x>2X+1 3 >3 3x-1 x> 3x-1
:Iinl1(x+1)=g
ORNEK: 73
2
| X 2+4x+3:?
x>-12x° +x-1 BRNEK:
-2 -1
lim(x? +4x-+3) = (-1)2 + 4(-1) +3=0 imt -2+,

t>1 1 _t72
lim(2x* +x-1) = 2(~1)° + (-1 ~1=0

ot e2ttt 4l tP(L-2t+tP)
lim =lim

. X2+4X+3_ o (X+1)(X+3) t—1 t*l_tfz t—1 t*z(t—l)
A o e x—1 A (e D@x=1) -1

12x% +x-1 L(x+1)(2x-1) _im D lim(t-1) =0

. X+3 2 ot
= lim =-7

x>-12x =1 3

ORNEK:
SRNEK: IimX(X +1)° _ 3000
XS_XZ—ZX x—3 2)(2 +1 19

lim———=?
-2 X°+X—6

lim(x® =x2—2x)=22—-22_-2(2)=0 ORNEK:
X~>2( ) ( ) Ilm(XZ +1)23 =1023
|in'2](X2+X—6)=22+2_6=0 X—3

X =xP=2x L X(X—2)(x+1) ORNEK:

lim—; =lim i 5 5

x>2 X°+X—-6 2 (x=2)(x+3) Ilrrll\/17x +23x°+9=7
. X(x+1) 6

=1lim =—

-2 x+3 5
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« limg(x)=b ve b, f'in tanm ORNEK:
kiimesinde ise : X110 AXP 411X 41+
‘ lim————=1Iim
S =0 X X2 +1+1
limf(g(x))= f(limg(x)) dir. X2 1 1
X—a X—a _ Ilm — Ilm

X*Ox(mﬂ) O 141 2

x—0

+ neN ve a,tanim kiimesinde ise ;

V_ o ORNEK:
F()=Rx " igin: i «/3x+ 2 _ i B4 23X+ 4+2
limf () =lim¥x =¥ dr. akh ST X axaai2

3 3

+ limg/g(x) =¢/limg(x) dir.

ORNEK:
Iin;\/x2+3x=\/|irr21(x2+3x)=\/ﬁ x>4 X —4 U X —4 \/§+2
X—> X—> . 1 1

=lim =

ORNEK:
2

2 2 2
lim(t® -5t +1)3 :(lliml(t3 —5t+1))3 =53

t—>-1

ORNEK:
|in3‘{/x3 - 2x = 4/lim(x* - 2x) = 4/56

ORNEK:

3 1
Iin;1(2x2 ~-3x+5)2 = [Iirr;(sz —3x+5)3]E

:[43F=8

ORNEK:
IIm\/x -3x-3 _34°-34)-3 1
x—4 \/;_'_\/_ \/Z+M _4
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+ g(xX)<f(X)<h(x) ve ORNEK:
IXi_r)r;g(x)zlxi_r)gh(x): L ise Iingsm4x :4IirgS|24X _4)=4
limf(x)=L dir. X X
ORNEK:
ORNEK: sin5 sinl
] ] . 1.. 1
I|mx25|n(£):? lim—=2 = Zlim—=>2 ==
x—0 X x—>0 X 5 x>0 i 5
5
.1
-1<sin(=) <1 0 ici .
Q) (x#0 igin) GRNEK:
_x2 < x?sin(l) < 12 lim S99 _ gg)im SIN99X _ g
X x—0 X x->0  99x
g(x)=-x> ve h(X)=x* dersek
X) < f(X) <h(x lur. N
900 = F9=h(9 olur. ORNEK:
IXLrg g(x) = IXLrQ h(x) =0 oldugundan ; _ . _ 1 1

lim— = lim— -

x>08in99x x>0 Sin99x 99

limx2sin(2) =0  dir. X
x—0 X

ORNEK:

. fanx . sinx 1
limsinx =0 i'fg—x =|Xlig—x —Cosle.lzl
x—0 .

- dir.
Im(}cosx:1
ORNEK:
sinx lim @ X _7im B 717
£ lim——=1 dir. x>0 X x>0 7X
x—0 X
ORNEK:
. sin4x
ORNEK: _sindx .y
X lim— =lim—
1 1-2sin* = -1 x>0 5iN6X  x~0 SIN6BX
|in01‘3°sx_ = lim 2 X
H X - X sin4x sin4x
X X 4 4
sin— sin— —lim—A%X_ _ % im4x__ <
. . X9 . Xy 2 - -
= lim(=sin_—-<) =lim(-sin ) lim—-= 20 SIN6X 6 x>0sin6x 3
X—> 2 i X—> 27 x> i 6x 6x
2 2
=0.1=0



ORNEK:
sin5x
”ms!n5x:. -x
x>0 §in3x  x-0 Sin3X
X
sin5x sin5x
5 5 5
—lim—2X = 2im—2X_ =2
H035|n3x 3x-0SIN3X 3
3x 3X
ORNEK:
. X
« sin—
sin— -]
lim—=2 = lim—2X
x-0 5in3X  x~0 SIN3X
X
sin— sin5
175 5
5 x 1 x
—lim—5 _5)jm_5 _1
x_>033|n3x 3 x-08in3Xx 15
3x 3X
ORNEK:
tan 8x
”mtan8x:. X
x>0 tan4x  x—0 tan 4x
X
tan 8x tan 8x
8 8 —
—lim—38%  _Cjjm_8x __
x404tan 4xX 4 x>0 tan4x
4x 4x
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ORNEK:

x2
ﬂx)=<{:

x3
lim f (x) =2

X>2

lim f(x)=limx*=2° =4

X—2" X—2"

limf(x)=limx®*=2°=8
x—2" x—>2*

Ihpf(x)ilnyf(x):>ﬁqf(x)YOK

ORNEK:

6x2-3x+1
f(x) =

3-3x2-2x3
limf(x)="?
Xx—-1

x<-1

x>-1

lim f(x)= lim (6x* —3x+1)

x—>-1" x—>-1"

= lim (6(-1)* -3(-1) +1) =10
X—>-1"

Hn}f(x):lhqj3—3x2—2x3)

= lim = (3-3(-1)° ~2(-)*) =2

x—>-1"

10

lim f(x) = lim f(x) = lim f () YOK
x——1" X—>—!
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ORNEK:
x?-2x ;. x< -2
f(x)= 1-2x3 ; -2«x <1
7x-1 ox»>1
(+00) + (+00) =400
XIiﬁrpzf(x):? Ixi_r)rl1f(x):? (—20) + (—00) = —o0

a+ (+o0) = +o0
a+ (—0) =—0

lim f(x)= lim (x - 2X)

X—>—-2" X—>—-2"

= lim ((-2)* -2(-2)) = 8

a<0=a(+0o) =0
a>0= a(+00) =+

a<0=a(-0) =+

lim f(x)= lim (1-2x°)
X—>=2 X—>=2 a>0:>a(—oo):—oo

= lim (1-2(-2)*) =17

lim f(x) = lim f(x)= lim f (x) YOk
X——2~ x——2" X—>—
lim f(x) = lim(1-2x?%)
x—1" x—1"
= lim(1-2(1)%) =-1
x—1"
lim f (x) = lim(7x-1)
x—1* x—1*

= lim(7() -1 = 6

Iirp f(x) = Iirlr] f(x)=> Iirrllf(x) YOK

+ aeR icin;
limx| =|a| dr.

X—a

a
a<0:>07:+w .

a
a>0=>—=-o ,
0

a
=0
+ oo

a
—0+ = —00
a
_0+ = 400

+ oo L
—— BELIRSIZ

T oo

(+00) +(_o0) BELIRSIZ

0.(#0) BELIRSIZ

% BELIRSIZ
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ORNEK: ORNEK:

imX =1 nmzﬁ+ex—qzhmum8+3x—akq—qz6
xol™ X — 1 Of x—>-1 x—>-1
ORNEK: ORNEK:

i X -x=3_-1_ lim =8 | _|jim =6 | _2
= " oa J2t+1) P4 J2t+1] 3
ORNEK

. 1 ORNEK
oGy V1-2x 0 lim— =

anX2
ORNEK
lim—*"1 __1_, ORNEK:
-2 6—Xx—x* 0 1
limsin=  YOK
x—0 X
Llimfeo=limfE)=Lelimft=L  saex
X x<2
f(x)=
x?; x>2
ORNEK:

. - limf(x)="
||mx—1:? X—2 ()
>3 (X—2)(x—3)

lim f(x)=limx=2

lim—X=t 2 __ v o
o5 (X=2)(x=8) 0 I 0= Jipxt =4
lim———t __2_

o3 (x—2)(x—3) 0 lim £(x) # lim f (x) = lim f(x) ~ YOK
x—1

lim——
-3 (X=2)(Xx—3)

12
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ORNEK:
“@QX+5)=2@)+5=6+5=11

ORNEK:
Iirr11(6x—1) =6(1)-1=5

ORNEK:
Iirpl(SX—l) =3(-)-1=-4

ORNEK:

Iirn(?—gx):§g

s 5 5
2

ORNEK:

H@@x—a:S

ORNEK:
|irp3(4— 6x) = 22

+ lim(mx+b)=ma+b

X—a

X—2 . X—2
=lim——
x>2 (x=2)(x+1)

13

ORNEK:
“m\/x2+1—1:“m\/x2+1—1\/x2+1+1
=lim ! L

=0 [Pr141 2

ORNEK:

lim +00
x—1

(x-1)7

+ f ve g fonksiyonlari x=a noktasinda
sirekli, a,ce R igin;

f + g fonksiyonu x=a da siireklidir.
c.f fonksiyonu x=a da siireklidir.
f.g fonksiyonu x=a da siireklidir.

i fonksiyonu x=a da siireklidir. ( g(a)# 0)
g



FONKSIYONLAR

TUREV

ORNEK:

y = f(x) fonksiyonu icin ; f(x) = 3x* fonksiyonunun a=1 igin tiirevi?

_ f(a)=f(1)=3
lim XD = TC) o tine fonksiyonun F(arh)=f(1+h)=3(1+h)?=3+6h+h?
e f(arh)-f(a)=6h+3h?
tirevi denir .
fa+h)—f(a) 6h+3h?
% veya f(x) seklinde gosterilir. h - h =6+3h
X

dy _ o FOce) = (9 (@) = lim @M =1

o h—0 h

dX h—0 h

B e fArh) - @) B

f(a)= |hIrT01 fla+ hf)l (@) ifadesine ; F@= LL”Q h Q L'Dg(6+3h) =6

y = f(x) in x=a daki tiirevidir.
- 2 ] - H o .,
x = ath dersek  h = x-a olur ki: f(x)=3x* nin x=1 deki teget denklemi :

h—0 igin Xx—a dir. Budurumda: y = £(@)(x-a) + f(a)

f'(a)= IimM y = 3+6(x-1) y=6x-3
X—a X — a
fonksiyonun x = a daki tiirevidir.
ORNEK:
y = f(x) fonksiyonunun grafigi iizerindeki f(x) = 5x*-2 fonksiyonunun a=1 igin tiirevi?
P(a, f(a)) noktast igin ;
f(a)=f(1)=3
_f(a) = f(a+h)—f(a) f(a+h)=f(1+h)=5(1+h)?-2=3+10h+5h?
m, = (a)= . f(avh)-F(a)=10h+5h
degeri grafigin P noktasindaki tegetin f(a+h)—f(a) 10h+5h*
oo = =10+5h
egimidir. h
y = f(x) fonksiyonunun grafigi iizerindeki f'(a) = lim f(a+h)-f(a)
P(a, f(a)) noktasi igin ; h—0 h
= f -a) + f . —
y = f(a)(x-a) + f(a) F(D) = Lin&w: lim(10 -+ 5h) 10
teget denklemidir.
s=f(t) yol-zaman denkleminde ; f(x)=5x?-2 nin x=1 deki teget denklemi :
V(t) — L”,g f (t + hr)] —f (t) Y= f((l)(X-Cl) + f(a)
y=3+10(x-1) y=10x-7
degeri hareketlinin hizini verir.

14
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ORNEK:
f(x) = x* fonksiyonunun a=2 igin tiirevi ?

f(a)=F(2)=4
f(a+h)=f(2+h)=(2+h)?=4+4h+h?
f(a+h)-f(a)=4h+h?

_ 2
f(a+hr)] f(a):4h;:h Caeh

(@ = lim f(a+hr:—f(a)

f.(z)zlhiﬂgf(2+hr)]—f(2):Ihigo](4+h):4

f(x)=x? nin x=2 deki teget denklemi :
y = f(a)(x-a) + f(a)

y=4(x-2)+4 y=4x-4

ORNEK:
f(x) =+/2X fonksiyonunun x=3 igin tiirevi ?

fla+rh)—-f(@) f@B+h)- ()
h - h

_J6+2h-v6 _6+2h—6 J6+2h+6

h h "J6+2h++/6
B 2
J6+2h +/6
, _f@+h)-f@) .. 2
f (3)=Ilim =lim————
3 h—0 h -0 /6 + 2h ++/6

ORNEK:

x? . x rasyonel.
f(x) =

0 :x irrasyonel

fonksiyonu i¢in f(0)=0 dir.

. 1:.(X):Ihmgf(x+hr)]—f(x)

ORNEK:
f(x) = x* igin f(x)=?

f(x+h)-f(x) = (x+h)?-x2 = 2hx+h?

£ (x) = lim f(x+hr)]—f(x)

h—0

= LI_Y)TOI(ZX +h) =2x

ORNEK:
f(x) = 5x%-2 igin f(x)=?

f(x+h)= f(x) _ [5(x+h)® 2] - (5x* - 2)
h h

=10x +5h?

f.(x):LiDgf(x+hr)]—f(x)

= lim(10x + 5h?) =10x
ORNEK:

f0O) = V2X icin f(x)=?

f(x+h)— f(x) _y2(x+h) —v2x
h h

2

V2x+2h ++/2x
f(x+h)=f(x)
h

I §||"‘

f'(x) = lim

h—0

1

) 2
=lim =
h=0 J2X+2h +/2X /2X

15



FONKSIYONLAR

ORNEK: TEOREM:
f(X) =+/3x icin f(x)=? f fonksiyonunun tanim kiimesinin bir
a elemani tiirevi bulunabiliyorsa ,
f fonksiyonu bu noktada siireklidir.
Fxehy— () 3(X+h)—\/§ onksiyonu bu noktada siireklidir
h h SONUC: f fonksiyonu x = a noktasinda

siirekli degil ise , f fonksiyonunun x = a igin

3 tiirevi alinamaz.
~ 3x+3h +4/3x BRNEK -
¢ by f x? ; x<0
£ () = lim 1 EM =109 f(x) =
h-0 h x+1 ; x>0
fonksiyonunun x=0 da tiirevli olmadigini

3 gosteriniz.

. 3
=lim =
h—0 /3x+3h ++/3X 24/3X

lim f(x) = Iirglx2 =0= f(0)

x—0"

Iir;] f(x)= Iirg](x+1):1¢ f(0)

ORNEK: !(I_I;TJ f (X) yoktur
f(x)= i icin f(x)=? f fonksiyonu x = O da siirekli degildir.
Jx ' x = 0 da siirekli olmayan f fonksiyonunun

X = O da tirevi alinamaz.

SOLDAN VE SAGDAN TUREV:

f(x+h)—f(x)_1( 1 _LJ
h “hlJx+h  Jx

£ (x) = lim f(x+h)—f(x)
3 -1 X—0~ h
XX+ h(\/;+\/x+ h)
: . f(x+h)-f(x)
f.(x)=Ilim .
. x—0"
£(x) = ng f(x+h)—-1f(x)
NOT: f fonksiyonunun sol (veya sag)
limitinden s6z edilebilmesi igin, fonksiyonun
— 1im -1 _ -1 o noktanin solunda (veya saginda) tanimh
0 JxJx+h(/x +vx+h)  2xJx olmasi gerekir.

TEOREM:

f fonksiyonu agik arilikta tanimli ,

bu araliktaki bir x degeri igin tiirevli olmasi
igin gerek ve yeter kosul ;

bu noktada soldan ve sagdan tiirevlerinin var
ve esit olmasidir.

16
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ORNEK: ORNEK:
f(x) =|x 1
) N e o f(x)=x
fonksiyonunun x =0 noktasindaki tlrevini fonksiyonunun x=0 noktasindaki tiirevini
arastiriniz?
arastiriniz?
. . f(O0+h)-f(©O) ,. —h
- = = . . f(O0+h)—1f(0
FO=Ip== =y =" =i D=0

1

f(0+h)—f(0) . h hs 1
h

=lim—=1 —lim — lim—— —
o h = |im = lim = 400

0= iy 2

h?

h—0~ h h—0"
f (0)=-1#1= f (0) oldujundan
f (0) yoktur. f.(0) = lim

h—0*

1

f(0+h) - f(0)
h

ORNEK: _h3 1

0 x<0 = ez T
f(x) = { &

x2 ;. x>0

f (0)= f, (0) =+
fonksiyonu igin f(0) = ?

£0) = lim1OEM=1O _ 00
h—0" h h—0~
£10) = lim LW =T _ oy ihy =0
h—0* h h—0*
f (0)=0= f,(0) oldugundan
F(0=0 dr. Hareketlinin dogru boyunca t zamanda
aldigi yol s ile gosterildiginde ;
ORNEK: ‘
. vy =L v
f(x) = x? dt
fonksiyonunun x=0 noktasindaki tiirevini t arndaki HIZ' verir.
arastiriniz?
2
f(x+h)y-=f(x) f(h)-f@©0) h3 1
- T 1
h h h h3
: .1
F.(0) = lim—=—c
h3
: .1
f,(0) = lim— =+
h—0" =
h3

f (0)=—0#+o=f (0) oldugundan
f ' (0) yoktur.

17
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+ CceR ve f(x)=c igin; f(x)=0 dir. + (f+g)@="f(a)+g'(a)
dic:o u=~f(x) ve v=g(x) igin:
X
—( u+v )_d“ % dir.
£ neN vef(x)=x" igin; f(x)=nx"? dir. X
i(x") =nx""
dx ORNEK:
d d d
ORNEK: d—(3X4 —6x°) = &(3X4) —&(GXS)
dx* 2 dx*? 122
= 4x , =123x dX dX
dx dx —3K—Gd——3(4x ) —6(5x")
5 0 =12x* —30x*
9 g I owe
ds dw
+ (fg)'(a)=f (a)g(a)+ f(a)g'(a)
TEOREM: o
Bir acik aralikta tanimli ve u=f(x) ve v=g(x) icin:
bu araliktaki x=a igin tiirevli olan i(uv) _%Vjtu% dir
f ve g fonksiyonlari igin ; dx dx dx '
f 1
c,f+g.,f-g, fg veg (9'(@=0) BRNEK:
fonksiyonlari da x = a igin tiirevlidir. i x3(2x° -12)=?
dx

s d oo
+ (cf)'(a)=cf (a) =—(2X -12)+x &(ZX -12)

=3x%(2x° —12) + x*(18x°®)
u=f(x) igin dfjc:) X % dir. = 6x" —36x° +18x" = 24x" —36x°
X
=12x*(2x° =3)

ORNEK:
5 6 ORNEK:
AEX7) 49X _ 46x5) = 24x° o o dy
dx dx y=x"@A+x°) igin —==7?
dx
d(21s%) ds® 2 2
ds ds 13%) % ;x12(1+x)
X dx
12
4 _§dW4 —§<4W3)—5W3 dx dx

dw 4 dw 4 =12x" (L+ x?) + x%(2x) = 2x™(7x* + 6)

18
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- 1 (a) = f (2)9(a) - f(2)g (3) + reQ igin; ax =rx" dir.
9 [a(a)f dx
u=f(x) ve v=g(x) icin: ORNEK: .
-3 2 1
d duy v X _ gyt LA
au_dx dx g dx dx 2
dx v v? '
L 7
ds?_ 1. dw? 7 ¢
ORNEK: ds 2 dw 3
d 3’ -2x _,
="
dx 4 -5 ORNEK
4
(9x2 — 2)(4—5x2) — (3x° — 2X)(~10x) d5 X" 50520
= (4_5X2)2 dX X4 dX X5
_ 3x(12-5x) ORNEK:
(4-5x*)" d d * d.2 3! 3
— XX = —xx? =—x2 ==x2 =>/x
dx dx dx 2 2
ORNEK: ORNEK:
we S i Bos d 6 d6 _d .15
= 7 _— = X .
3" -2 ds &m:&X_EZGW:_BXZZ_W
ds? d
— (35" —-2)—s* (3" =2
aw_ ds ' s : ORNEK:
o S dxal_d(x 1) df 3 o
dx /x  dxl/x x) dx
_ 25(3s* —2)—s?(125°)  2s(3s” +2)
(3s* —2)? (3s* —2)? . \
35 1 - 3 1
=—X2-=X2=—=A/X—
2" 2 2\/— 2x/x
ORNEK:
d 7x°* ORNEK:
dx6x® -1 (2 1 ‘%
47X . d 8 ixz+1_2x(\/;+1) (x +1)(2x )
™ (6x° —1) - 7x &(GX -1) dx Jx +1 (VX +1)°
- (6x° —1)2
42x° (6x° —1) — 7x°(48x") 13 1 L+ 3 1
= e oty Sxlx 4 2x———
6x° —1)2 :2x\/;+2x 2x 2x 2 2Jx
_ 422 +]) (Vx +1)° (X +1)?
(6x° —1)°

19
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+ y=f(X) fonksiyonuigin;
dy
dx
dy = f (X)dx ifadesine

y'nin diferansiyeli denir.

= f (X) seklinde gésteriliyordu.

+ y="f() ve u=g(x) fonksiyonlari

igin ;

dy_dydu
dx dudx

+ u=Ff(xX) ve reQ ign;

du :rur‘lﬁ dir.
dx dx
ORNEK:

F(X)=(x*+D)" ise F(x)=?

F (X) =10(x* +1)°2x = 20x(x* +1)°

ORNEK:
F(X)=(38x*-x)" ise F(x)=2?

F(x)=73x>-x)°(9x* —1)

ORNEK:

F(x)=(3x4+5x)% ise F (x)=?

1
F'(x)= %(3x4 +5X) 2(12x° +5)

ORNEK:
F(x)=f(x*) ise F(x)=?

F(x)=3x"f (x%)

20

ORNEK:
F(x) = f(X—14) ise  F(x)=?

F'(x) = —4x° f '(X—14)

ORNEK:
FO)=[gx)] ise F'(x)=?

F'(x)=6[g(x)]g'(x)

ORNEK:
i(5x4 —12x%)* =72
dx

=3(5x* —12x?)?(20x® - 24x)

ORNEK:

1

i(3x3 —6x)2 =7
dx

1 1
= §(3x3 —6x) 2(9x* -6)

ORNEK:
di(1—3x3)1° =10(1-3x%)?(-9x?)
X

=-90x*(1-3x%)°

ORNEK:

a 1,

d 3
S(s“—s+1)4
d 4 _E
=—(s"—s+1) ¢
CIS( )

3 7
= —Z(s4 —s+1) 4(4s® -1)
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ORNEK: ORNEK:
3
943 +2)% = 2304x° +1)%(8%) d s+)° _,
dx ds (25 +1)°
=184x(4x* +1)" 3(s+1)? (25 +1)° — (s +1)° (5)(2s +1)* (2)
. ) (2s+1)"
ORNEK
Bl AN L
dx (1+ x) ’
_5( X j 11+x)-1.x)  5x* + &sinx:cosx
1+ X 1+ x)? 1+ x)°
N
ARNEK: &cosx_—smx
ix3\/1+3x2 =?
dx d ,
q 1 + &tan X =sec’ X
= —X*(1+3x?)?
dx |
1 1 g _ rep?
= 3x%(1+3x%)?2 +x3%(1+3x2) 2(6X) * dXCOtX_ B
_3x*(4x% +1) q
d —_—
BRNEK: + &cscx = —CSCX.COtX
d 3
—x*(2x+1)2 =
dx )
- 2 Nl 2
4 (2x+1)2 +x 5 (2x+1)2(2) di(Scosx) _ _3sinx
X
= x*(L1x + 4)v/2x +1
ORNEK:
ORNEK: %(—Ssect) = -bsect.tant
d_ww _,
dw (3w® +1)°¢ ORNEK:
_ i W% y=SIiNX egrisinin X :% noktasindaki
dw (3w® +1)° tegetinin denklemini yaziniz?
3 % 3 6 g 3 5 2
_EW (Bw”® +1)° —w2(6)(3w” +1)° (9w?) m, = f (%)—cos% %
B’ +1)2 e
T T
3Jw(-33w) P(— sin" ) = P50
- 3 7
2(3w° +1) —ﬁ—l(x—ﬁ]
3 2 3

21
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ORNEK:

y=tanX egrisinin X = % noktasindaki

tegetinin denklemini yaziniz?

m, = f'(%)=3e02%=4

P(%,tan %) - P(%,\/é)

T
y—V3=4(x-7)
3
ORNEK:
d
d—tan X =sec’ X oldugunu kanitlayimiz?
X
d d sinx cosx.cosx—sinx(—sinx)
—tanx=— = >
dx dx cosx (cosx)
cos’® X +sin? x 1 )
= 5 =———=5€ec" X
COS* X COS* X
ORNEK:

d ) .
d—x3 sinx = 3x?sinx + x3 cosx
X

= x*(3sin X+ XCOSX)
ORNEK:

isin 6x® =18x” cos6x®
dx

ORNEK:

d .
—sinx? = 2xcosx?
dx

ORNEK:
icos3x4 =12x3(-sin3x*)
dx

=-12x%sin3x*

22

ORNEK:

ditan(sin X) = (Cosx)sec® (sinx)
X
ORNEK:
isin(tan4 3x%) =7
dx
= cos(tan* :%xs)itan4 3x°
dx
= cos(tan® 3x*)4 tan® 3x® ditan 3x°
X

= cos(tan* 3x*)4 tan® 3x>.sec® 3x° (]|i3x3
X
= cos(tan’ 3x*).4tan"® 3x°.sec® 3x%.9x*

= 36x° (sec? 3x*)(tan® 3x*).cos(tan” 3x*)

d . du
£ —sinu =cosu.—
dx dx

d . du
+ d—cosu:—smu.—

X dx
- itanu =sec? u.%
dx dx
+ icotu = —csc? u.%
dx dx

d du
£ —Secu=secu.tanu.—
dx dx

d du
£ —CSCU=—cscu.cotu.—

dx dx
+ F(x,y)=0 ise ﬂ:—FX.
dx F,
dy
_ gt ise BV _ dt
£ x=f(t) ve y=g(t) ise dX_%
dt



FONKSIYONLAR
ORNEK: ORNEK:
f(X)=x> icin; f (X)=2 ve f (x)=?

y:2x+1 oin-
f(x)=x° f'(x) =5x"
£7(x) = 206 £7(x) = 60X’ W@ =x@) 15y
£ (x) =120x £ (x) =120 (2x+1), (2x+1)
(6) (y) —
=0 y'= (-2)(2x+1)2(2) = -4(2x +1)°?
(M (y) —
(=0 nz6 Y= (-4)(-3)(2x+1)*(2) = 24(2x +1)*
ORNEK:
y =sin2x
y'=2C0S2X
y''=—4sin2x
y'"'=—-8c0s2x
y® =16c0s2x G'SNEKZ‘
y® =32c0s2x X“+y =1
y©® = —64sin2x
y =+y1-x° ([x<1)
y* =2"sin(2x+—) n=12734, ..
2 y=+v1-x* |, a__ (¥ <1)
dx 1—x2
g yl:% dy X
=— 1—X2 , — = X <1
o800y v ox e P
dx\dx /) dx?
dx\ dx* ) dx® 2’3 )" T 3
@ _ d(d’y)_dy
y = — —3 = i
dx| dx® ) dx 1 ¥3).  dy 1
—,—— | igin, —=—dir.
2" 3 dx /3
y(n) _i dn—ly B dny
dx| dx"* ) dx" )
ORNEK:
SRNEK X0 —2xy-y*® =0 icin y=?
y=x* icin
" a2y oy y =207
= 4x° =12x* , —2 = 24x
dx dx® X q
4 " Y _ 29979
dx* dx®

23



ORNEK:
X +y?=1 ise _,
dx
d,, ,, dl
— (X" +y)=—
dx( v dx
2 2
di+dL:0
dx  dx
2x+2y%:0
dx
dy__Xx
dx y
143). dy 1
—,— | igin, —=——1=
2 3 X 3
1-—l@-i in ——-—4£- dir
27 3 | Tz
ORNEK:
X —2xy—y® =0 ise ﬂz’?
dx

d i 10y _ dO
— (X7 —2xy - ==
OIX( y=y") o

dx d2xy dy? _
dx dx dx

0

105 — 20 Y 4 x Dy 10y Y _
dx  dx dx

(5y° +x)%:5x9 —y

dy 5x°-y
dx 5y°+x

FONKSIYONLAR

0

24

ORNEK:
day _,
dx

xsinxy=1 ise
d . di
—Xsinxy = —
dx dx

. d .
@ sinxy+x—sinxy =0

dx

. d
sin Xy + Xxcosxy.— xy =0

dx

sinxy + xcosxy(L.y + x%) =0
X

sin xy + Xy cosxy + x° cosxy.% =0
X

dy _ sinxy+ Xxycosxy
dx x* COSXy
ORNEK:
2 2
4 9 dx
2 2
d/x ,y |4
dxl 4 9 dx
X, 2 0y
2 97 dx
dy __
dx 4y
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ORNEK:
xX2y' —=x®y? =1 ise ﬂ:?
dx

di

d 2.,7 3,,2
—(x°y" —x ==
dx( y y9) dx

2xy’ +x?7y° ﬂ—(fﬂxzyz + x32yy] =
dx dx
(7x%y® - 2x3y)% =3x%y* - 2xy’
X

dy _ x(7y® —2x)
dx y(Bx-2y°)

— =——bulundu,
dx y
d’y ddy_df_x
dx*  dxdx dx{ 'y
_ @Qy-xy'  y=xy
- yz - yz
y— B ¢
y y? +x? 1
= yz N y3 = ys
" 1
y:_F olur.
dy" d -3 -4 Ay
8 -3
ix xS
_ X 3X
MEs
y y
yre X
y5

25

ORNEK:
siny=x ise;
—siny—%
dx dx
dy
cosy.—= =1
ydx
. dy
=—2=sec
y i y
. dy' d
=— =—5€ec
y dx dx y
dy

=secy.tan Y iy

=secy.tan y.secy
=sec’y.tan y

y'"'=sec’ y(3sec’ y —2)

- 1
+ (F7 =
L 1
+ f(x)=arcsinx ise f (x)=
1-x?
: 1
+ f(x)=arccosx f(x)=-
1-x?
o 1
+ f(x)=arctanx ise f (X)= 3
1+x
+ f(x)=arccotx ise f (x)=-— . >
1+x

+ f(x)=a* ise f(x)=a".Ina

 f(x)=e* ise f(X)=¢"

1
x.Ina

+ f(x)=log,x ise f'(X)=

£ f()=Inx ise f'(x):%
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+ fi[a, b]— R fonksiyonu bu aralikta
siirekli, (a, b) araliginda tiirevli olsun.

Bu fonksiyon x, € (a, b) noktasinda extremum

degerini aliyorsa, bu nokta igin tiirevi
sifirdir.

ORNEK:
f(x)=3+4x-3x°

fonksiyonunu [-1, 2] arahginda inceleyiniz?

f'(x)=4-9x°
f'(x)=4-9x>=0

9x2 =4 = x? :E:x:irE
9 3

f(-)=2

f (—%) = 151 Yersel minimum.

f (%) = % Yersel (Mutlak) maksimum.
f(2)=-13 Mutlak minimum.

% [a, b] de siirekli, (a, b) de tirevli
f fonksiyonu igin;

f(a) = f(b) ise f(c) = O olacak sekilde
Jce(a, b) vardir.

+ [a, b] de siirekli, (a, b) de tiirevli

f fonksiyonu igin;

- 1O-f@
b-a

dce(a, b) vardir.

olacak sekilde

+ [a, b] de siirekli, (a, b) de tiirevli
f fonksiyonu igin;
Vx € (a,b) de

fonksiyon [a, b] de sabit degerler alir.

f'(x)=0 oluyorsa,

+ f ve g , [a, b]desiirekli, (a, b) de
tiirevli fonksiyonlar olsun.

vxe(ab) icin f (X)=g'(x) ise
vxe(a,b) icin f(x)=g(x)+C dir.
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ORNEK:
f(x)=x
fonksiyonunu inceleyiniz?

X, X, €R ve X, <X, igin;
f(x,) =% <x,=Tf(X,) oldugundan
fonksiyon artan.

ORNEK:

f(x)=x’

fonksiyonunu (—0,0) ve (0.+ o)
araliklarinda inceleyiniz?

(0.+0) araliginda 0<X; <X, olsun.
f(Xz)_ f(Xl) = Xz2 _X12
= (X, = %) (X, + %)
>0
f(x,) < f(x,) olup
fonksiyon bu aralikta artandir.

(—0,0) arahginda X, <X, <0 olsun.
fx)—f(x)= Xz2 _X12
= (X, = X)X, +X;)
<0

f(x,)< f(x)) olup
fonksiyon bu aralikta azalandir.

+ . f:[a, b]—> R fonksiyonu bu aralikta
siirekli, (a, b) araliginda tiirevli olsun.

vxe(ab) de f'(X)>0 oluyorsa,
fonksiyon bu aralikta artandir.

+ f:[a, b]— R fonksiyonu bu aralikta
siirekli, (a, b) araliginda tiirevli olsun.

Vxe(a,b) de f (X)<0 oluyorsa,
fonksiyon bu aralikta azalandir.
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ORNEK:
f(x)=x"-8x"+2
fonksiyonunu inceleyiniz?

f'(x) = 4x® —16x
=4x(x—2)(x+2)

(—0,-2) igin f (X) <0= f(X) azalan.
(=2,0)
(0,2) igin f'(x)<0= f(X) azalan.
(2,40) igin f'(x)>0= f(x) artan.

icin T (x)>0= f(X) artan.

ORNEK:
f(x)=x*(x-2)*
fonksiyonunu inceleyiniz.

f(x)=4x(x-2)* +x}(4)(x-2)®
= X*(x—2)*(7x—6)
(—0,0) igin f'(X) >0= f(x) artan.

(o, g) icin T (x)>0= f(X) artan.

(g,z) icin f'(X)<0= f(X) azalan.

(2,40) icin f'(X)> 0= f(X) artan.

+ f fonksiyonunun kritik noktasi x=c olsun.

(f (¢)=0)

c'den kiiciik degerler icin f (x) >0,
c'den biiyiik degerler icin f (X) <0 ise
x=c de fonksiyon yerel maksimum yapar.

c'den kiiciik degerler icin f (x) <0,
c'den biiyiik degerler icin f (X) >0 ise
x=c de fonksiyon yerel minimum yapar.
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ORNEK:
f(x)=x"-8x"+2
fonksiyonunu inceleyiniz?

f'(x) = 4x® —16x
=4x(x—2)(x+2)

f'(~2)=f(0)=f(2)=0

x=-2 , x=0 , x=2 kritik noktalar.

(—o0,—2) icin f (x) <0= f(X) azalan.
x=-2 yerel minimum

(=2,0) icin f'(X)>0= f(x) artan.
x=0 yerel maksimum

(0,2) igin f (X)<0= f(X) azalan.
x=2 yerel minimum

(2,40) icin f (X)>0= f(X) artan.

ORNEK:
f(x)=x*(x-2)*
fonksiyonunu inceleyiniz.
f(x)=4x>(x-2)* +x*(4)(x-2)°
=x*(x-2)*(7x-6)

£(0) = f'(§)= £(2)=0

x=0 , ng , x=2 kritik noktalar.

(—0,0) icin f (X)>0= f(X) artan.
x=0 biikim noktasi

(O, g) icin f'(x)>0= f(X) artan.
6 .
x:? yerel maksimum.

(g,z) icin f'(X) <0 = f(X) azalan.

x=2 yerel minimum.
(2,40) icin f (X)>0= f(X) artan.
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INTEGRAL

(a,b) tanim araliginda tiirevi alinabilir bir
fonksiyon olan ve

F (x) = f(x) VX e (a,b)

kosulunu saglayan bir y = F(x) fonksiyonuna
f(x) in x'e gére belirsiz integrali veya
ilkel fonksiyonu denir.

F(x) =] f(x)dx
seklinde gosterilir.

ORNEK:
f(X) =2x fonksiyonunun ilkelini bulunuz?

F(x) = x* alinirsa ;

F (x)=2x= f(X) oldujundan

F(x) = x* fonksiyonu, f(X)=2x in bir
ilkelidir.

Genel olarak F(X) = x> + C seklindeki tiim

fonksiyonlar ilkel fonksiyon olarak alinabilir.
(€, integral sabiti )

ORNEK:

f(x) =x®  fonksiyonunun ilkelini bulunuz?

F(x) = % x* +C alinirsa ;
F (x)=x>=f(xX) oldujundan

F(x) :%X“ +C fonksiyonu f(x)=x> in
ilkel fonksiyonudur.
ORNEK:

f(x) =16(4x +1)°
bir ilkelinin

F(X) = (4x+1)* oldugunu gssteriniz?

fonksiyonunun

F(x)=f(X) olmalidr.
F(X)=4(4x+1)°(4)
—16(4x+1)?
= f(x)

oldugundan dogrudur.

28

ORNEK:

f(t) = (t> +1)® fonksiyonunun ,

g(t) = 4t(t* +1) nin bir ilkeli oldugunu
gosteriniz?

f't)=g(t) olmaldir.
f'(t) =2(t* +1)2t
= 4t(t* +1)
=9(t)

oldugundan dogrudur.

ORNEK:
H(s) =cos2s fonksiyonunun ,
g(s) =2sin2s nin bir ilkeli olmadigini

gosteriniz?

H'(s) # g(s) olmahdir.
H'(s) = —sin2s(2)
=-2sin2s
# 2sin2s = g(s)

oldugundan H(s) , g(s) nin bir ilkeli degildir.

+ F(x) ve 6(x),ayni f(x) fonksiyonunun

birer ilkeli iseler ;
F(x)=6(x)+C egitligi vardir.

ORNEK:

f(X)=x" ilkeli;

F(x) :%x8 +C dir.

f(X)=4x> ilkeli;
F(x) =§x6 +C dir.

f(X)=4x>+x" ilkeli;

F(x):gx6 +lx8 +C dir.
3 8

f(x) =3cosx ilkeli;
F(x)=3sinx+C dir.
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ORNEK:
f (x) =3cosx+4sinx

fonksiyonunun ilkeli ;
F(x) =3sinx—4cosx dir.

NOT: Yukaridaki érneklerde ;
F (x) = f(X) oldugunu gériiniiz.

ORNEK:
h(t) = 4t" —6t* +10
fonksiyonunun ilkeli ;

H(t):%t8—2t3+10t+C dir.
ORNEK:
.[3x4dx:§x5+C
5
. b_,
j(a.cosz+bz)dz=a.3|nz+§z +C
Iszdx:x3+C

jcosx.dx =sinx+C

'[sint.dt =—cost+C

ORNEK:
d
&jf(x).dXZ f(x)

di.[(x+sin X)"%dx = (x +sinx)"
X

ijtanlzs.ds =tan*s
ds

29

ORNEK:

Is.cost.ds = %sz cost+C

Is.cost.dt =s.sint+C

+ IO.dx:C

fo X
" deX_r+1

ORNEK:
X3

J'xzdx == +C
3

r+l1

4
jx3dx:X—+C
4

11

leodx X ic
11

jt”dt:Z

t21

+C

9
ngdw=w—+C
9

ORNEK:

d

X

ORNEK:

dt

t

ORNEK:
dw

W

3

jw‘”dw =

+C

X (s, X° .
3—J.X dX—_—2+C—

W—22

-22

(reQ ,r=-1)

+C=

%+C
2X

t™ 1
_[+-54¢ — _
5—jt dt = +C= 4t4+C

B 1
22w

+C
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ORNEK:

5

3 3[02
I\/_dx jx3dx—x— C=3X\/X—+C

5 5

3
ORNEK:

1
'fd fu 3du_—3 c=3u+C
Yu? 1

3
ORNEK:

7
dz 74 4
z 4dz—— C=- +C
J.z”\/z_ I 7 774/72°
4

ORNEK:
I(Zx)“dx = jl6x4dx :16Ix4dx =—x+C
ORNEK:

Jt ; 2
It—sdt—jt dt_E C_—ﬁ+c
2

+ Icosx.dx:sinx+C

=

Isin x.dx=—-cosx+C

=

J.sec2 xdx=tanx +C

=

j.csc2 x.dx = —cotx+C

=

Isec X.tan x.dx =secx+C

=

Icscx.cotx.dx =—-cscx+C

30

ORNEK:
Icost.dt =sint+C

ORNEK:
j.csc2 sds=—cots+C

ORNEK:
j(sinzx3 +cos” x%)dx = j(l)dx = jdx =x+C

+ [of ()dx = c[ f (x)dx

ORNEK:
6 6 4 4 ,
I4x dx:4jx dx=4—+C==x"+C
7 7

ORNEK:

5

jetfdt_ejtZdt_6—+c ——t 2Jt+C

2

& [(F0+g00Nx = f(x)dx+ [ g(x)dx

ORNEK:
j(Sx4 +6x%)dx = j3x4dx+j6x2dx

= 3]x4dx+6_|'x2dx

:gx5 +2x3+C
5
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ORNEK: + u=g(x) ve du=g'(x)dx igin;
I(E x® —8x™ ]dx = jgxedx—j8x12dx '
3 j f(g(x))g' (x).dx = j f (u).du
_ 2y 8ysic
21 13
ORNEK: ORNEK:
J'(85ec2 X —6secx.tan x)dx = I(x+1)15dx=

= 8jsec2 X.dx — 6_[secx.tan x.dx
U=X+1l=du=dx
=8tan x —6tsecx+C

= J'ulsdu ~tusyc
16
ORNEK: :i(x +1)* +C
Jt —at)2dt= 16
= [(t* —8t" +16t°)dt

:1t9_t3 +Et7+C ORNEK:
9 7 I(2x+1)15dX:
1
B U=2Xx+1=du=2dx=dx==du
ORNEK: 2
f(w-a)
Wa__j dw = 1. 1 11
? =(u®Zdu==|uPdu==—u*+C
W . Jurgau=3] 216
= (W6_2W+Wjdw :é(2x+1)15+c
=£W7—W2—LS+C
7 3w
ORNEK:
j (3x +1)Pdx =
ORNEK:
j(secx+tanx)2dx:

U=3X+1=du=3.dx=> dx:ldu
= I(seczx +2secx.tan x + tan® x)dx 3

1c 5 11 5
2y _ cpp? =—|u“du==—u-+C
1+Ean X_jec X oldugundan 3I 321
tan? x =sec®* x—1 =é(3x+1)21+c

= [ (2sec’x + 2secx.tan x)dx

=2tanx+secx+C

31
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ORNEK:
Icost.dx =

u:2x:du:2.dx:>dx:%du

= J'cosu.ldu = 1J.cosu.du = 1sinu +C
2 2 2

:lsin2x+C
2

ORNEK:
Iseczsx.dx =

u=3x:>du:3.dx:>dx=%du

= jseczu.ldu = 1J‘seczu.du = 1tan u+C
3 3 3

=1tan3x+C
3

r+l1

(o u
+ ju du—r+1

+C (r=-1)

ORNEK:
j (5x —3)%dx =

u:5x—3:>du:5.dx:>dx:%du

10
=ju91du :ljugdu i
5 5 510
_ m\10
_Gx=3)" |

50

C
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ORNEK:

3
J'x(3x2 —5)4dx =
2 1
U=3x"-5=du=6xdx=> x.dx:gdu
3 7
:lj.u“du :iu4 +C
6 21

2 7
:z(3X2 -5)4+C

_2(3x* =5){/(3x* =5)° N
- 21

ORNEK:

Ix83\/6x9 +12dx =

u=6x"+12=du=54x = xsdx:idu
1 3

+C=—uu+C
72

_ (6x° +12)3/6x° +12 ic

72

ORNEK:
V4 —3x?

u=4-3x*> =du=-6xdx= xdx = —%du

1
(1 lu 1
=|lu?-=du|=—=—+C=-=+u+C
-[ (6 j 61 3\/_
2
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ORNEK: ORNEK:
I(st —1)(Bx* —4x+1)"*dx = J'sec2 Ax.dx =

_ 4 _ 3
U=3x"—4x+1=du=(12x" —4)dx u:4x:du:4.dx:>dx:%du

1
= 3 — 3 — = —
= du=4(3x"-1) = (3" ~1)dx 4du :%J‘sec2u.du:%tanu+c

2,45 5

(a1 lu _ 2,45
_J.u Zdu 2245+C_Eu +C :%tan4x+C

= %(3X4 —4x+1)** +C

ORNEK:
sin/x
j dx =
Jx
ORNEK:
sinbx.dx = u:\/;:>du_— —dx=2du
f A
1
u:5x:>du:5.dx:>dx:gdx :ZIZSinu.du:—Zcosu+C
. =-2 C
=ljsmu.du=—1cosu +C cos/x +
5 5
=—%cosSx+C
ORNEK:
Ix.secxz tan x* sec®(secx®)dx =
ORNEK:

u =secx? = du =secx? tan x*>2x.dx
Ix.sec x? tan x2dx = 1
= x.secx’tan x’dx==du

u:x2:>du:2xdx:>x.dx:%du . .
=—_fseczu.du =_tanu+C
2 2

- 1J‘secu.tan udu = Tsecu +C
2 2 1 2
=§tan(secx )+C

:lsecx2 +C
2
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ORNEK:

Icost.dx =

u:2x:du:2.dx:>dx:%du

= 1J.cosu.du = 1sinu +C
2 2

—lsin2x+C ORNEK
B ij\/2x+1.dx:
1
U=2Xx+1=>du=2dx=dx=—=du
ORNEK: . 2
jsec23x2.x.dx = = X= UT_
u=3x2:>du=6xdx:>xdx=1du :
. . 6 :ledu
4 2
_1 2 _1 1 1
_gjsec u.du_gtanu+C =§J'(u2—2u+1)u2du
1 5 3 1
:%tan3x2+c =§J'(u2—2u2+u2)du
7 5 3
1lu?2 2u? u?
8|7 5 "3 [*C
ORNEK: 2 2 2
[ x(x+1)*dx = TN TN TN
= - + +C

28 10 12
U=X+1=du=dx

=>x=u-1 _(2x+1)°V2x+1 (2x+1)°V2x+1
=.[(U—1)U100du:I(Uml—uloo)du 28 10
(2x+1)v2x+1
u102 UlO]' + 12 +C
=————+C
102 101

_(x+1)® 3 (x+1)™
102 101

+C
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ORNEK:

_[de— " Ix"(ax+b)mdx (xeN)
(3x—2)* '

Seklindeki integrallerde ;

1
u=3x—2:>du=3.dx:>dx=§du u:ax+b:>x:u;b:dx:§.du
— X :u_+2 degisimi uygulanir.

3

:'[l(u +2)u’41du
3 3

¢ B ORNEK:
:§I(u +2u™)du jx.sinx2.cos(cosxz).sina(cosxz).dx:
1u? 2u’
_5(—_2 )+C u = sin(cosx?)
du = cos(cosx?)(—sin x*).2x.dx
1 2

= - e = -2x.sin x*.cos(cosx?).dx
18(3x—2)2  3(3x—2)°

degisimi uygulandiginda ;

1 1
ORNEK: =—§ju3du=—§u4+c

X
Nori

:—%sin4(cosx2)+c

U=6Xx+1=>du=6.dx=> dx=%du

u-1

= X= 5 ORNEK:
J.x”\/x4 +3.dx =
(u > 1
_I “ du u=x*+3=du=4x%dx

degisimi uygulandiginda ;
j(u —2u+1)u 2du
216

< : —lju;du—iug+c
216I(u2 2u +u 2).du 4 16
5 3 1
S TR TR RS 3(x* +3)¥x" +3
216\ 5 3 = 16 +C
2
:ﬂ u——2—u+1 +C
108\ 5 3

2
:\/6x+1 (6x+1) —2(6X+1)+1 LC
108 5 3
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ORNEK: ORNEK:
J'xz(x2 +1)%dx = o2 L

I szdx=

= J.xz(x“ +2x% +1).dx

:J.(X6+2X4+X2).dX u:ljdu:_izdx

X X
degisimi uygulanirsa ;

1 o 2 1,
+=x°+=x3+C
7 5 3 = —Icsczu.du =cotu+C
:cot1+c
ORNEK: X
J‘\/;Jrld B
Jx
ORNEK:
u= x+1:>du:i\/_dx IXSIHX
2Jx vJcosx?

degisimi uygulandiginda ;

U =cosx?® = du = —sin x*.2x.dx

= ZIU-dU =u?+C degisimi uygulanirsa ;

=(Wx+1)?+C :_lju—idu:_u§+c
2

ORNEK: = oosk? +C

IJ:_H dx =

u=x+1

=u®-1=dx=2u.du
degisimi uygulanirsa ;

_ I#.Zu.du = zj(u2 ~1)2du

:2'[(u4 —2u? +1)du

:%\/x+1(3x2 —4x+8)+C
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BELIRLI INTEGRAL
[a,b] araliginda tanimli ve negatif olmayan ORNEK:
f fonksiyonunun bu aralikta x ekseni ile 2
sinirladigi alan I(3X+1)dx =?
[o]

b
A= j f(x)dx  dir.

a f(0)=1 , f(2)=7 taban uzunluklar
2-0=2  yiiksekligi olan bir yamuk.

_(7+12 )
ORNEK: A==———=8br.
f(x)=x> egrisinin 0<x<1

araliginda x ekseni ile sinirladigi bélgenin 2

) j (B3x+1)dx=8 dir.
alani : j f(x)dx  dir. o

0
ORNEK:

f(X)=x*+Xx egrisinin [1,4] arahginda
x ekseni ile sinirladig bélgenin alani :

+ .ch (x).dx = cj. f (x).dx
i(x4 +x)dx  dir.
+ i(f (X) + g(x)).dx = j). f (x)dx+ig(x)dx

£ bheR"™ ve f(x)=h igin;

b . . N
jh.dx —bh  dir. + celab] icin;
0

b c b

[ £09dx= [ £0)dx+ [ f(x)dx
GRNEK: ) : ’
f(x) = 4x egrisinin [0,5] araliginda

x ekseni ile sinirladigr bélgenin alani ; + Wxe[ab] icin f(x)>0 ise:

Tabani 5 br. , yiiksekligi f(5)=20 br. olan

. .. . . b
bir licgensel balgedir. J’ f()dx>0 dir.

A= % =50 br?. dir.

5
A= I4x.dx =50
0 + Vxelab] icin f(X)<g(X) ise:

.T— 4x.dx = —T4x.dx =-50
0

0

B b b
ORNEK: j f(x)dxsjg(x)dx dir.
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-

i f (x)dx

b

< | (0fdx  dir.

+ jf(x)dx:o

* j f(x)dx = —i f (x)dx

+ TEMEL TEOREM:

FONKSIYONLAR

f, [a,b] arahiginda siirekli bir fonksiyon ve

X

F(x) = j f (t).dt

a

, X€[a,b]

ise ;

F fonksiyonu (a,b) arahiginda tiirevi alinabilir
bir fonksiyon olup

Fi(x) = f(x)

x € (a,b)

dir.

f fonksiyonunun ilkeli ( belirsiz integrali)

F iken ;

. if(x)dx:F(x)r; ~F(b)-F(@) dr.

ORNEK:

3 33
Ixzdx R 4
2

ORNEK:

4 43 508
Ix\/;.dx:.[xzdx:—x2
0 0 5

4

0

38

ORNEK:

-1
j(x“ —2x)dx =
-2

1

= (X_55 — )(2) _2 =
(-1°
5

= ( -(-0)*)

ORNEK:

3

J-(3x3 +2x%)dx =
2

x* 2x
= — 4+ —
4 3

3

2

(-2)°
05

:(E+18j—[12+§J
4 3

793
12

ORNEK:
2 1 2 B
J;F.dx = .1[x

2
X—2

_21

1 1
=—=-(3)

-(-2)%)



ORNEK:

1
Ix\/x2—+3.dx =
0

U= x> +3=du=2xdx

Ix\/x +3 dx——_fu;:
:(x +3)Vx® +3+C
3

N\w

1
3

jx\/x2 T3y 2 I +3%1
3
0

-3

ORNEK:

0

X
Im.dx =

-2

u=x?+1= du=2xdx

I(x e dx = J'(x +1)*x.dx

_ 1
=§IU 3du=—4u—2+C

_;4_(:
A(x? +1)*

0
Iz(x2+1)
R | 1
== 2 2 =———()
Ax°+1)%, 4 100
_5
25
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ORNEK:

Tsin 2x.dx =

V4

1 2
=——-C0S2X
0

:£+1:1
2 2

ORNEK:

1
jx\/ x? +3.dx =
0

integrali igin ;
u=x*+3= du = 2xdx
degisimi yapildiginda
x=0=>u=3

x=1=>U =4 olacagindan ;

1 4 1
Ix\/xz +3.dx:%fu2du
3

_uu[’
3
3
iglemi de yapnlabilir‘.

8 -3

ORNEK:

3
I L -dx =
<, (1—4x)
U=1-4x=du=-4.dx
degisimi yapildiginda
X=-2=>u=9
X=3=U=-11 olacagindan;

3 1 711
=—={u~du
-[(1—4x)5 -[
1 -11
" 16u°

(1 1
16 11+ 9*
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+ Vxe[-a,a] icin f(-x)=f(X) ise: ORNEK:
f fonksiyonu ¢ift fonksiyon olup , grafigi J‘l (x® = x%)dx
y eksenine gore simetriktir. -

a S BN
Tf(x).dx: [ £00.dx Jaf o
-a 0

oty [ty3
—ZLX dx Lx dx
a a 7" x*[
f(x)dx =2| f(xX)dx olur. T
_ja() {() 71 "4,
2 1
=f_2@1-1
7 4( )
_2
ORNEK: - 7
2 2 2
Ixzdx:ijzdx:§x3 _16
2 0 ° + Vxe[-a,a] icin f(—x)=—f(x) ise;
f fonksiyonu tek fonksiyon olup , grafigi
ORNEK: baslangig noktasina gore simetriktir.
1
x* —2x? —=1)dx = 0 a
_Il( ) j f(x).dx:-j f (x).dx
1 -a 0
= 2'[(x4 —2x% —1)dx
0 a
[xf’ - Jl jaf(x)dx -0
_o 2 7
5 3
0
:Z(%—g— ) ORNEK:
Lo
4 Lx dx=0
- 15
ORNEK:
) J- SIN X dx =0
ORNEK: U+ x4 x2 41
74
cosxadx
L
7 ORNEK:
:2.|%cosxdx L o s
0 I (x° —x*)dx
" -
=2sin x|61 =rx6dx—rx3dx
1 1
=2 -
=2j x®dx—0
0
[ 2
7 0 7

40
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+ [a,b] arahginda tanimh ve siirekli olan
f ve g fonksiyonlarinin bu aralikta
sinirladiklar: bslgenin alan :

A= f’| F(x) - g(x)ldx dir.

ORNEK:

f(X)=x ve g(x)=x* egrilerinin
0<Xx<1 araliginda sinirladiklar: bslgenin
alani kag birim karedir?

A= f’| () — g(x)|dx

1 2
A:j ‘x—x ‘.dx

0
0<x<1 igin X*<X oldugundan
‘x—x2‘=x—x2 dir.

A= _E‘x - xz‘.dx

ORNEK:

1
f(x)= §X+1 ve g(X)=x*+1 egrilerinin
[0,2] arahginda sinirladiklar: bélgenin alan

kag birim karedir?

A= [t ()= g(|dx

A= —x+1—x2—J.‘.dx
:J.le—xz.dx
012
LSS B
4 3 3 3

41

ORNEK:

y=x*-2x-3 ve y=3x-7
egrileri ile sinirli bélgenin alani kag birim
karedir?

Once egrilerin kesim noktalar: aranir.
x> —2x—-3=3x-7

x> —5x+4=0

(x=D(x-4)=0

X =1 X, =4

noktalarinda kesigirler.

b
A= j | (x) — g (x)|.dx
A= f‘xz —5X + 4‘.dx

3 2
= X__SL 4 |4
3 2 !
_‘_9‘_9
2| 2
ORNEK:
y=3X , y=2X ve X=3 dogrulariile

sinirli balgenin alani kag birim karedir?

y=3x ve y=2x dogrulari
3x=2x 3x-2x=0 x=0 da kesigirler.

23
A=stdx=x— =g
0 2 2

0

ORNEK:
y=x>ve y= Jx egrileri ile
sinirli balgenin alani kag birim karedir?

Egriler ; x2 =/x
x2 —/x =0

X, =0 , X, =1 de kesisirler.

A= Ll‘xz —\/;‘.dx

X3 ~ 2x7/X

3 3

1
_‘_l‘_
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ORNEK:
y=4-x* ve y=1-2X egrileriile
sinirh bolgenin alani kag birim karedir?

4-x> =1-2x
x> —2x-3=0
x+D(x-3)=0 x=-1,x,=3

A= E‘xz —2X —3‘.dx

3
3
X
2 x?-3x

-1

ORNEK:

f(X)=(x-2)*>-4 ve g(x)=x
egrileri ile sinirli bélgenin alani kag birim
karedir?

(x—2)*-4=x
x> -5x=0
X(x=5)=0

X =0 , X,=5

A= E(Sx— x?)dx

5

|52 Ly
27 37,
_125
6
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ORNEK:

f(X)=x ve g(x)=x> egrilerinin

0 < x <2 arahginda sinirladiklar: bslgenin
alani kag birim karedir?

1 2
A=J.O(x—x2)dx+J'1 (x* —x)dx
NOT:
0<x<1 igin x>x?
1<Xx<2 igin X?>X

x> X3 x> X2
53, G
0 1
1
= — 4+ —
6
=1
ORNEK:

f(x)=sinx ve g(X)=cosX egrilerinin
0<x< % araliginda sinirladiklar: bélgenin

alani kag birim karedir?

. T
SII']X=COSX:>X=Z

A= J.OX (cosx —sin x)dx + J',?(sinx —cosx)dx
1

. x
= (sinx+cosx)|4 +(—cosx —sinx)?
7

=2(v2-1)
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ORNEK:

x=y° ve xX=Yy’-4y+4 ejrileriile

sinirh bolgenin alani kag birim karedir?

y'-4y+4=y’
yl—y®—4y+4=0

(Yy=-D(y-2)(y+2)=0
y,=1 ., y,=2 ve y,=-2

A:Jl(y3 —y® —4y+4)dy+

203 L2

J Y 4y +ay—aydy
_n

6

ORNEK:

f(X) =v1+/X egrisinin 0<x<4

araliginda x ekseni ile sinirladigi bélgenin
alani kag birim karedir?

A= I: J1++/x.dx isteniyor.

Bu intagrali bulmak zor oldugundan ,
egrinin y ekseni ile sinirladigi alani bulup
dikdortgenin alanindan gikartacagiz.

y= 1+/x
y2 =1+4/x
Ix=y?-1
x=(y* =1’

y=f(0)=1 y=f(4)=+3

),
A=4V3- [ (y? -D’dy

=§(1+2\/§)

43

ORNEK:

y=%1+x egrisinin 0<x<49
arahginda x ekseni ile sinirladigi alan
kag birim karedir?

A= I:g 1+/x isteniyor.

Bu integrali bulmak zor olacagindan,
egrinin y ekseni ile sinirladigi alandan
yararlanalim.

y=V1+x = y* =1+x

—Jdx=y 1= x=(y®-1)°
y=f(©0)=1 y=rf(49=2

A:2.49—f(y3 ~1)%dy

1209
14

+ f(X) egrisinin a<x<b araliginda
x ekseni etrafinda déndiiriilmesinden olusan
donel cismin hacmi ;

V =z [f(Fdx dir

ORNEK:

f(x)=x* egrisinin 1<x<2
arahginda x ekseni etrafinda
dondiirilmesiyle olusan dénel cismin hacmi
kag birim kiptir?

Vv =7zf(x2)2dx
:ﬂ_[lzx“dx
2

1

=7=x°

1
31
=—7

5
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GENEL TEKRAR

ORNEK:

f(x)=+x*-2

en genis tanim kiimesini bulunuz?

fonksiyonunun

x2—220:>x222:>‘\/§‘22

TK= {x:[¥>2]
{x:xgﬁ \eya xz\/i}

(—o0,—2] U[V/2,+00)

ORNEK:
f(x)=+x*-2
f(v/X) ve tanim kiimesini bulunuz?

f(Vx) =y (VX)2 -2 =/x-2

X—2>20=>x=>0

fonksiyonu igin ;

T.K = [2,40)

0
= 0 belirsizligi var.

2
limX —3X+2 _ Iirn(x—1)(x—2)
x—1 X—=1 x—1 X—=1
=lim(x-2)=1-2=-1

x—1

44

ORNEK:
2x+1 x<1
f(x)=4 , ise ;
Xx°-2  x21
Iirr11f(x)=?

Iirp f(x)= Iirp(2x+1) =3

lim f(x) = lim(x® —2) = -1
x—1" x—1"

lim f(x) = lim f(x) oldugundan
x—1" x—1"

Iin? f(x) YOK.

ORNEK:

. AJ9x-2-4
lim—— =

X—2 X—2

J92-2-4 0

—  belirsizligi var.
2-2

. AIx=-2-4 .
lim =lim

VOX—2-49x-2 +4
X—»2 X—2 X—>2 X—2
9(x—2)

NIX—-2+4
2 (x=2)(VWIx—2+4) *2\9x-2+4

?

ORNEK:
F0=2 icin £ (=2
X

f(x):3:2x’1 = f' (x)=-2x7 __2
X

X2

ORNEK:

itan 3x? = 6x.tan” 3x°
dx
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ORNEK: ORNEK:
d . 3 d Zy
—|sin(cosx)[" =? Shyi=1 i =7
dX[ ( )] X*+y =1 ise o
= 3[sin(cosx)J*.cos(cosx)(~sin x)
2 2.0
— —3sin x.cos(cosx) [sin(cosx) |’ 3"+ 332/ y=0
. X
y= —7
ORNEK: . 2xy? — x22yy'
d 3 2 Yy ="
—[(2x+1) (4x+5) ]:? y
o 2 2 3 _ 2Xy(y—xy')
=3(2x+1)"(2).(4x+5)° +(2x+1)".2(4x +5)(4) = —T
= 2(4x+5)(20x +19)(2x +1)* 2
X
2x(y — x{— ZJ)
ORNEK: - y?
xy? +siny =1 ise vy _, _ 2%y +x7)
dx Y5
2 2X
1y® +x.2yy+cosy.y'=0 :_F
y'(2xy +cosy) = —y?
v d’y  2x
2Xy +cosy dx? y°
ORNEK: ORNEK:
8 U3 .
y=+3x+1 icin d_g/ -9 f(x)=x —U3X | fonks:yonununu B
X [-2,3] arahigindaki ekstremum degerlerini
bulunuz?

1
Yy =+/3Xx+1=(3x+1)?2 f'(x)=3x*-3=3(x>-1)

1 1
y':l(gx+1) 2(3) :§(3x+1) 2 3X*-)=0=>x%=-1ve X, =1
2 2 kritik noktalar.

.3 S 9 2
Y=g X EE) = - (3x+]) f(-2)=-2  minimum

w27 o 81 - f(=D=2
y = §(3X +1) 2(3) = E(SX +1) f)=-2 yerel minimum
dy 81 f(3)=18  mutlak maksimum

dx®  8(3x+1)24/3x +1

45
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ORNEK: ORNEK:
fl(3x2—4x).dx:? IimM:

?
-3 x? —2x -1

=x3 —2x? |2
4 _B3E -4 75
=(2°-22%)-((-D)°-2(-D?) 32-23-1 2
~(8-8)—(-1-2)
ORNEK:
2
) limt =% _»
ORNEK: =2 t-2
x3 +/x
dx="? 2 _
'[ x2\/x 2 4=9 belirsizligi var.
2-2 0
3
:J’[Z)(—+2£J.dx =4 (-2)E+2)
X X X X t>2 {—2 _t—>2 t-2
1 _h _ —
ZI(XZ +X_2J_dx =lim(t+2)=2+2=4
3
=—x2—x" ORNEK:
t2
_2
:2x\/§_l tIlrzr]t_2 .
3 X
22 4 _
ORNEK: 2 -2 0
J’x(4x2 +1)Vax* +1dx="?
ORNEK:
3 2
pe X° -5 X<2
U =4x? +1=> du =8x.dx 2 X>2
degisimi uygulanirsa ;
15 lim f (x) =2
—gju du lim £ (x)
5
125 . ¢ lim  (x) = lim|x* ~5=1
85 X—2~ X—2~ 2
5 . . X—=
:i(4x2+1)2 +C XILT f(x)_XIerq X_2_1
20
_(4x° +D)°Vax +1 iC lim £(x) = lim f () =1=lim f (x) =1

20

46
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ORNEK:

j F().f'(X)dx=0 ve
(X)) F' (x)dx =18 ise

(f(x) ' (x)dx="

Ot O

u=f(x)=du= f'(x)dx

degisimi uygulanirsa ;
b

j; f(x).f'(x)dx = j:u.du z%

a

=%[(1‘(1))2—(f(0))2]=0
fQ=p ve f(2)=k dersek
p’-k>=0=(p-k)(p+k)=0

3|0

2 ¢ _b 24, U~
(f(x)).f (x)dx—iu du =

O ey

a

-ty -(roy]-1s
p*—k®=54= (p-k)(p* + pk+k*) =54

PN ST
(f(9)* f (x)dx_!;u du=—

O ey

a

~[ror-torl-

1 5 5
5(p )

(p—-k)(p+k)=0

= p-k=0=p=Kk veya
p+k=0= p=—k olmalidir.

p =k olmaz.

Ciinkii p° —k*® =54 verilmis.

Oyleyse p=—k dir.

p’-k®=54=2p°=54=p=3

1 1 486

g(p5 —k5)=§(243+ 243)=?

47

ORNEK:
fiR—R, f(3)=2 ve f(x+3)=f(3)f(x) ise
f(-3) degeri kagtir?

x=0igin; f(0+3)=f(3).f(0)
f(3)=f(3).f(0) = f(0)-1

x=-3 igin ; f(-3+3)=F(3).f(-3)
£(0)=F(3).f(-3)
1= 2.£(-3)

1
-3:_
f( )2

ORNEK:
[log, 4]+ [tog, 2[]+ 1og, 3]+ [log, 4]+ ...
+ Ulog2 66|] toplaminin degeri kagtir?

log,1=0

log, 2 den log, 4 e kadar tam kisim 1,
log, 4 den log, 8 e kadar tam kisim 2,
log, 8 den l0g,16 ya kadar tam kisim 3,
log,16 dan 10932 ye kadar tam kisim 4,
log, 32 den log, 64 e kadar tam kisim 5 ve
log, 64 den log, 67 ye kadar tam kisim 6

oldugundan toplam :
2.1+4 2+8.3+16.4+32.5+3.6=276 dir.

ORNEK:
X0 = (xX )X

denkleminin pozitif koklerini bulunuz?

Inx®) = In(x* )’
(xx)lnx = x.In(xX)
(x*)inx = x? Inx
Inx.(x* =x*)=0
=Inx=0=x=1veya
X —x*=0=>x"=x"=>x=2

¢={1,2}
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1. f(x)=\/j_EXX

fonksiyonunun en genis tanim arahg
asagidakilerden hangisidir?

A) (0.1] B) [-1.0)
D) R-{-1,0}

€) (-1,0)
E) ¢

2. f(x)=\/j_EXX

fonksiyonunun tanimli oldugu aralikta tersi
asagidakilerden hangisidir?

1
f*(x)= B) f (x)=—
AT 1+ X2 ARG 1+ x?
1 J-x
o) f1(x)=— fL(x) =
) (X) 50 D) f () T
By fi(x) =X
X
3. Iir;Jr] 1+ x degeri kagtir?
X—> _X
A)O B)1 C) - D)+ E)yok
4. f(x):“j_ixx » f'(—%):?
A)-1 B0 €2 D)-2 B)1

B.  x%2y%6 egrisinin
(2.1) noktasindaki tegetinin denklemi
asagidakilerden hangisidir?

X
A) y=x-1  B)y=— > +2  C)y=-x+3

D) y=-2x+5 E) y=2x-5

48

6 sinkx
’ X

, x<0

f(x)=

2x-1 , x=0

fonksiyonu siirekli ise k kagtir?

A)1/2 B2 €)1 D)-1

7. cosxy=y? ise y'=?

ysinxy y sin xy
2y — xsinxy 2y + xsin xy
0 _1 D) ysinxy E) y_
Xsinxy 2y 2y — Xsinxy

B)

8. y=4" ve y=2" egrilerinin hangi
noktalarindaki tegetleri paraleldir?

A)x=1 B)x=-1 C)x=In2 D)2 E)O
9. fx=(nx) ise f'(€)=2
A)1l B) e C) et D) e*? E)e

10. y:‘Z—(x—l)Z‘

fonksiyonunun grafigi asagidakilerden
hangisi olabilir?

Ajj;\ B

PV T
by %

3'_:-*
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11. 1im iS degeri nedir?

x—=0" X
A)0 B)+ow C) - D)1 E)yok
12. Iirromis degeri nedir?
x>0 ¥
A)0 B)+o C) - D)1 E)yok
13 Iimw degeri nedir?
x>0 sin3x
A)3/4 B)4/9 (C)1/4 D)4 E)yok
2
14 |im2X+—3X:1 degeri nedir?
x>0 3(X+1)
A) +oo  B)2/3 €)0 D)1/3 E)yok
2
15. Iimxz—x degeri nedir?
X2 X*=3X+2
A)3 B)1/3 ()0 D)1 E)yok
X2
16. Iirpu ZH degeri nedir?
x=2" X
A)1 B)3/4 (C)4/3 D)3/5 E)yok

49

17,18 , 19 ve 20. sorular igin :
f(1)=2 , f(2)=1, f(1)=1 ve f(2)=2 dir.
17. a(x)=f(2") ise a'(l) ="

A)2In2 B)(In2)* €)4 D)4Ind4 E)2

18. b(x)=(fof)(2x) ise b'(1)="

A4 B2 0Ol D)8  E)é

19. cx)=(f(x) ise c'1)="2

A)2 B)2(In2+1) C)4 D)2In2+1 E)8

20. dpy=1&)

X

ise d'(1)="?

A)-1 B)0O ¢€)2 D)-2 ©B)1

21. |092(|093(|095(|097 N))):ll

esitliginde N sayisinin kag farkh asal
garpani vardir?
A)l B)2 0O)3

D)4 B)7

YANITLAR.

1B 2B 3.D 4C 5C 6D 7B 8B 9.D
10.B 11.C 12.E 13.B 14B 15.A 16.B
17.0 18.A 19.D 20.B 21.A
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1. 11, 1imi=»

x%+2 1 x#1 =0 X
f(x)= igin: 12. limi-»
1 ;o x=1 x—0 X

4
13. |imw_7

im0 =7 i
14. lim (x® +200x%) =2
2. 1im* o, o
: x>-1 X o 15. ||m@=7
’ e X +1
3. imXHo, :
x>-1 X +1 16 Iimw:?
4 |imﬂ_') X
S X o 17. limcosx=2
g ¥
XZZ . x<3 18. IX'_E'Q;:?
oI
5. f(X): < igin; 19. le—rjl]%:?
12-2x 3
. 3 g 20. Iir2n?\/4—x2 =9
lim f(x) =? 21 . limJa—x* =2
x—3 x—-2"
X4 2 22. Iin;x/4—x2:?
6. =0 n
x* ~3x ~10 23. limJa—x? =2
fonksiyonu x'in hangi degerleri igin siirekli X—>3
degildir? 24. i
x—2*
7. WO 2x  ; x<3
\ 7\ ()=
f(x): ax+b -1<x<3 3x-2 ;o 3<x
-2 x>3 fonksiyonu igin;

2b. lim f(x) =

fonksiyonu VX € R igin siirekli ise

arb=? 26. lim f (x) =2
2

8. 1im X2 o YANITLAR:

X=X =2 13 2-2 33 41/2J2 5YOK 6.-2ve5
9. Iimiz:? 70 8+4+o 9.+00 10,400 11.—

x20 X 12.YOK 13.3/2 14.—o 15100 16.0
10. |iml=? 17YOK 18YOK 191 200 210 22.4/3

x-0" X 23.TANIMLI DEGIL 240 25YOK 26.10

50
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1. fo=-t=frw=2
X—1

2. f(x)=x%+1 egrisinin (2,5)
noktasindaki tegetinin denklemini yaziniz?

3. f(X) =4/x +3cosx = f'(x) =2

4. f(x)=x+e* egrisinin (0.1)
noktasindaki tegetinin denklemini yaziniz?

. fx-=

2
— egrisinin (5,0)
X

noktasindan gegen tegetinin denklemini
yaziniz?

6. _ 2e*
y x?+1

=>y'="?

7. f(x)=e sinx= f"(x)=2

8. f(N=(9-x)= f'(x)=?

9. f(x)=|n( 2X ):>f‘(x)=?
X +1

10.

f(x)=x@+sin’x)® = f'(x)="?

11, ¢+ y® = 2xy:>% in (1,1) igin
X
degeri nedir?

2

12. x2—y2=16:>OI Y _9

X2

1
13. y—pr =¥y
dx

14 f (x) =arctan/x = f'(x) =2

51

15, f(x)=kx+sinx fonksiyonunun
tersinin olmast igin k ne olmalidir?

1 6 . g(x)=x%(x*-4) fonksiyonunun kritik
noktalarini bulunuz?

17. f(x)=x*-12x fonksiyonunun [0,4]
araligindaki ekstremum noktalarini bulunuz?

18 . F(x)=(x-1)%(x+2) fonksiyonunun
degisimini inceleyiniz?

1 9 . f(x)=sin x.cos x fonksiyonunun
(0,2 ) araliginda degisimini inceleyiniz?

20. y=x-In x fonksiyonunun degisimini
inceleyiniz?

21. f(x)=2x*-3x%-12x fonksiyonunun
degisimini inceleyiniz?

3

X

22. t(x)=
)=~z
asimptotlarini bulunuz?

grafiginin

23 . Carpimlari 192 olan pozitif iki sayinin
toplamlarinin en kiigiik degeri kagtir?

24. Bir eskenar iiggen ile bir karenin
gevrelerinin toplami 10 birimdir. Bu diizlemsel
bélgelerin alanlari toplami en az kag
birimkaredir?

25.

¥
f Srafigi verilen
f fanksivanunun
0 tirey
-7 7 o fanksiyonunun
grafigini giziniz,
-2
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¢OZUMLER:
1
1. f0=—=;
= 10 = O(x—l)—21.1: -1 2
(x=1) (x=1)

2. f(x)=x%+1 egrisinin (2,5)

noktasindaki tegetinin denklemini yaziniz?

f'(x)=2x
y-5=4(x-2)

m;=f'(2)=2.2=4
4x-y-3=0

3. f (X) = 4/X +3c0sX
= f'(x) :i—Bsinx

Jx

4. f(X)=x+e"* egrisinin (0,1)

noktasindaki tegetinin denklemini yaziniz?

f(x)=1+e* , my=f'(0)=1+e%=1+1=2
y-1=2(x-0) 2x-y+1=0
5 . f(x)= 2 egrisinin (5,0)
X

noktasindan gegen tegetinin denklemini
yaziniz?

1 2 1 1
f (x)=—7 , m=f (a)=—?
2 2
y-==-5(x-a)
a a
%x+ y—i =0
a a
(5,0) noktasindan gegiyorsa ;
2 4 5
—2.5+O——:0 , 10-4a=0 , a=—
a a 2
8 8
—X+y——=0 , 8x+25y-40=0
25" Y75 Y
6 y = 2e”
’ X% +1
25 (X +1) — 2x.2¢”
=Yy= 2 2
(x*+1)
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7. f(x)=e*sinx

f'(x)=e*.sinx+e”.cosx =e”(sinX + cosX)

f''(x) =e"(sinx +cosx) +e*(cosx —sin x)
= 2e* cosXx

8. 1(0-0-x)

2 - 4x
' (X) = S(9—X?) 3(=2X) = ——
(x) 3( x7) *(=2x) o
9. f(x):ln( X )
X“+1
1.(x* +1) — 2x.x
£1(x) = (xz;(tl)2 _ —x: +1
X(x“ +1)
X +1

10. (0 =x@+sin?x)°
f'(x) =1(1+5in® X)* + x.3(1+sin’ x)(2sin x.cos X)
= (L+sin® x)?(1+sin® x + 3x.sin 2x)

11. ¢+ y? = 2xy:>% in (1,1) igin
X

degeri nedir?

3x% +3y? ay _ 2y + ZXQ
dx dx

3.1 +3.1 ﬂ =21+ 2.1ﬂ
dx dx

a_ 4

dx

2

12. x2—y2=16:>OI Y 9
dx

2

2x—2y%:0:>ﬂ=1
dx dx vy
dy X
ly—x—~ Y—X—
dry_ VT tax T Ty _y-x
dXZ y2 y2 y3
16
Y
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1
13. y—grn =¥
dx

Iny:M
dy i.x—l.ln(1+ X)
dx _1+x
y S
dy 1 In@+Xx)
dx X(L+ X) x?
1
Q: L+ %) 1 In@+Xx)
dx X(L+X) x?

14, t(x)=arctanVx = f'(x) =2

1
2Jx 1

T = ™ 2k

15 . f(X) =kx+sinx fonksiyonunun
tersinin olmasi igin k ne olmahdir?

f(x) 'in tersinin olabilmesi igin ;
bire-bir ve érten olmalidir.
bire-bir olmasi igin ;

daima azalan veya daima artan olmasi gerekir.

Bunun iginde tiirevi x'in tiim degerleri igin
daima negatif veya daima pozitif olmalidir.
f'(x) =k +cosx

—1<cosx<1 oldugundan

k>1= f'(x)>0

k<-1=1f'<0 dr. |k| 21 olmalidir.
f (X) =kx+sinx fonksiyonu tanimli oldugu
degerler igin ortendir.

1 6 . g(x)=x%(x*-4) fonksiyonunun kritik
noktalarini bulunuz?

g'(x)=2x(x*-4)+x*(2x)=4x-8x

Tiirevi sifir yapan degerler kritik noktalardir.

g(x)=4x>-8x=0 , 4x(x*-2)=0
x=0 , Xp= \/E ,  X3=— \/E
(0,0) (N2 4) (=2 -4

noktalar:t kritik noktalardir.
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17 f(x)=x>-12x fonksiyonunun [0,4]
arahgindaki ekstremum noktalarini bulunuz?

Yerel maksimum veya minimum noktalarinda
tirevi sifir olacagindan ;

f(x)=3x3-12x=0 , 3x(x-4)=0

x;=0 , x,=4  kritik noktalardir.

x<0 igin f'(x)>0

O<«<x<4 igin f'(x)<O0

4<x igin  f'(x)>0 oldugundan
x=0 yerel maksimum (0,0
x=4 yerel minimum noktalaridir. (4,16)

UYARTI: Bu noktalar ayni zamanda verilen
aralik igin mutlak maksimum ve minimum
degerlerini verir.

18 . f(x)=(x-1)’(x+2) fonksiyonunun
degisimini inceleyiniz?

x=0 igin y=2 , y eksenini kestigi nokta .
(x-1)%(x+2)=0 , x1,=1 , x3=-2 x eksenini
kestigi noktalar. ( x=1de teget)

F(x)=2(x-1)(x+2)+(x-1)=3(x-1)(x+1)=0
x1=1 ve xp=-1 kritik noktalar.

x <-ligin f'(x)>0 ARTAN
x=-1 igin f'(-1)=0 , f(-1)=4 maksimum.
-1<x<1 igin f(x)<0 AZALAN

x=1 i¢in f'(1)=0 , f(1)=0 minimum.
1<x igin f'(x)>0 ARTAN
f'(x)=6x=0 x=0

x<0 igin f'(x)<0  konkav.
x=0 i¢in f"(0)=0 doniim noktasi.
X>0 igin f"(x)>0 konveks.
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1 9 . f(x)=sin x.cos x fonksiyonunun
(0,2 ) araliginda degisimini inceleyiniz?

f(x)=sinx.cosx= %sin 2X

T 3
X=—,7T,——
2

2x=11,27w,371
2

sin2x=0

x eksenini kestigi noktalar.

Fx)zcos2x=0 2x= % % % 1%
2'2' 22

3r 57 7
X= z — —ﬂ,—ﬂ kritik noktalar.
4 4 4 4
T 3_:?? S 3w Tw
p 4 2 4 x 37 4o
f! ++|:':| _— ——[':]++I ++ [f]——' - ['j++'
f 1 0 1 .0 1 0 1
il 1A = -_ A
SIS T B
max. min. max . min.
Konkav  Konveks Konkav Konveks

f"(x)=-2sin2x=0
2x=717,27,37T . X=

donim noktalar: .

20. y=x-In x fonksiyonunun degisimini
inceleyiniz?

y'=Z|.—1 =0
X

x=1 kritik nokta

1

yu: =
XZ

x<1igin f'(1)<0 AZALAN
f')=0 VE f"(Q) >0 yerel MINIMUM.
x>1igin f'(1)) >0 ARTAN

21. f(x)=2x*-3x%-12x fonksiyonunun
degisimini inceleyiniz?

f(x)=6x3-6x-12=0

x2-x-2=0 , (x+1)(x-2)=0 , x;=-1, x,=2
f'(x)=12x-6=0 , x=1/2 Dénim noktasi
F(-1)=0 . f'(-1)=-18<0  Maksimum
f'(2)=0 , f"(2)=18>0 Minimum

3

X
22 f(x)= rafiginin
() =z 9rafig
asimptotlarini bulunuz?
x%-1=0 , (x-1)(x+1)=0 , x=1 , x,=-1
Diisey asimptotlar.
X3
f(x)= =X+
) x* -1 x* -1

y=x Egik asimptot.

23 . Garpimlari 192 olan pozitif iki sayinin
toplamlarinin en kiigiik degeri kagtir?

xy=192 y:g
X
T=x+y=x+192 T‘=1—¥:0
X
x=8v3 , y=8+3

T:x+y: 8\/§ +8\/§ = 16\/§

24. Bir eskenar iiggen ile bir karenin
gevrelerinin toplami 10 birimdir. Bu diizlemsel
bélgelerin alanlari toplami en az kag
birimkaredir?

10-3a

3a+4b=10 , b=

a’3 (10 - ?aaj2
T= +

4 4

a3 2(10—3aj(—_3j o

2 4 4
90

9+ 443

A £ Srafigi verilen

1 fDﬂKST?’GI"ILIﬂ.LrH
0 Hiraw
2

= .
Z fonksivonunun

gratiding giziniz,
o
o !/f
' [
: D
7 4

olmalidir.

a=
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