
202 (Bölüm-2)

iSPATLAB
Üçgenler

Üçgenln Iç açi­
larinin ölçüleri
toplami 180° dir.

AL
B C

1. AL
·8 C

im(A) + m(S) + m(C) = 18001

ISPAT

3. Üçgen de bir dis açi­
nin ölçüsü, kendi­
sine komsu olmayan
iki Iç açinin ölçüleri
toplamina esittir.

ic-m-(-c,-)-=-m-(A-)-+-m-(s-)idir.

Bir üçgende; iki Iç
açiortayin ôh.t'tur­
duguaçinin ölçüsü,
üçüncü kösedeki Iç
açinin ölçüsünün ya­
risindan 90° fazladir .

A

..........•.• .......•.•.• ......••

m(ECA) = m(CAB) = m(A) (iç ters açilar)
....•••.. .

m(ECO) = m(ABC) = m(B) (Yöndes açilar)
..... .••.. .....

m(C') = m(A) + m(B) bulunur.

Bir üçgende herhangi iki dis açinin ölçüleri
toplamindan üçüncü dis açinin ölçüsü Çi­
karilirsa, sonuç üçüncü lçaçinin ölçüsünün
iki katina esit olur.

i m(A') + m(B') - m(C') = 2m(C) i
iSPAT

iSPAT
A

U;.(~[CE /i [AB] çizelim.

;f
B' d

..... ..... .....

m(A) = m(B) + m(C)
..... ..... .....

m(B) = m(A) + m(C)

:;: m(C') =:;: m(A):;: m(S)

m(A) + m(B)- m(C') = 2m(C) olur.

5.

Üçgenln dis
açilarinin ölçü­
leri toplami
360° dir.

A

L
"E

x i
z , y

B C

Üçgenin iç açilarinin ölçüleri x, y, z olsun.

[CE /i [AB] çizelim.
•....... ....•••..

m(BAC) = m(ACE) = x (iç ters açilar)
....•••.. ....•••..

m(ABC) = m(ECO) = y (Yöndes açilar)

B, C, O noktalari dogrusaloldugundan

x + y + z = 180° olur.

m(A) + m(S) + m(C) = 180° dir.

C

im(A') + rn(B') + m(C') = 360° i dir.

ISPAT
..... .....

m(A) + m(A') = 180°
..... .....

m(B) + m(B) = 180°
..... .....

+ m(C) + m(C') = 180°

m(A)+m(B)+m(C')+m( A)+m(S )+m(C)=540°
~

180°
..... ..... .....

m(A)+m(B)+m(C')+180° = 540°
..... ..... .....

m(A)+m(B)+m(C') = 360° olur.

2.

.....

m(BIC) = 90° + m~A) dir.
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iSPAT

A

ABC üçgenin de;
'"

2p + 28 + m(A) = 180° dir.

BIC üçgenin de;

p + 8 + x = 180° dir.

7.

Bir üçgende; komsu olmayan bir Iç açi ve
bir dis açinin açiortaylarinin olusturdugu
açin in ölçüsü, üçüncü kösedeki açinin öl­
çüsünün yarisina esittir.

'"

m(BKC) = mr) dir.

'"

.......... m(A)
m(BKC) = y =90° - 2 dir. Bir üçgende; bir

köseden çikan yük­
seklik Ile Iç açior­
tayin olusturdugu
açinin ölçüsü, diger
iki açinin
ölçülerinin farkinin
mutlak degerinin
yarisina esittir.

'"

2p = 28 + m(A)

KBC üçgeninde;

P=8+z

ABC üçgeninde;

'" '"

m(HAN) = Im(B) ; m(C)1 dir.

iSPAT

ABH üçgeninde;

A

'"

m(A)
z = 2 bulunur.

'"

2(8 + z) = 28 + m(A)

iSPAT

M.
B C D

Bir üçgende; iki dis
açiortayin olustur­
dugu açinin ölçüsü,
üçüncü kösedeki

açinin ölçüsünün ~yarisinin tümleridir. ~
~

~
~

~ 8.

A

iSPAT

'"

m(A)
x = 90 + 2 olur.

6.

ABC üçgeninde dis açilar;
'"

28 + 2p + 180° - m(A) = 360° dir.

BCK üçgeninde;

p + 8 + y = 180° dir.
'"

2(180 - y) + 180 - m(A) = 360°
'"

m(A)
y = 90 - 2 bulunur.

....•.•••• '"

m(BAH) = 90° - m(B)

[AN) açiortayoldugundan;

'" '"

180° - 2m(B) - 2a = m(A)

1800-2m(S) -2a = 1800-[m(i3)+m(C)]
'" '"

a = Im(B) ; m(C)1 bulunur.
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iSPAT

FBD üçgeninden;-.
m(MFE) = b + d

MCA üçgeninden;-.
E m(EMF) = a + c

FME üçgeninden;

a + b + c + d+e=180°

bulunur.

D

iSPATBir üçgende; iki kö­
seden çizilen yük­
sekllkler arasinda

olusan açinin öl­
çüsü, üçüncü açi­
nin bütünlerldir.

A

'" -.
m(A) + m(HKD) = 180° (Kollari karsi durumlu
dik açi)

s C

i m(HAO) + m(HKO) = 180°1 dir.

9.

D

Ib-cl<a<b+c

la-cl<b<a+c

la-bl<c<a+b

[AC] kenarinin uzantisi üzerinde

IABI = IADI = c olacak biçimde bir D noktasi
alinirsa;

A Bir üçgende bir kenar6uzunlugu, diger iki kena­

c b rin uzunluklari toplamin­
dan küçük; farklarinin
mutlak degerinden bü-

S a C yüktür.

iSPAT

C

C

A

s

A

12.

[BD)' nin uzantisi [AC] yi K da kessin.

ABK üçgeninden;

Seklideki gibi konkay bir dörtgende

la + b + c = (x i dir.

iSPAT

-.
m(CKD) = a + b

CKD üçgeninden;

(x = a + b + c bulunur.

10.

11.

E

D

Bes köseli yildizilin Iç açilari ölçüleri
toplami 180° dir.

la + b + c + d + e = 180 i dir.

-. -.
m(BDA) < m(DBC) oldugundan

a < b + c dir.

[Bc] kenarinin uzantisi üzerinde;

IEBI = IABi = c olacak biçimde bir E noktasi
alinirsa;-. -.
m(AEC) < m(EAC) oldugundan;

b < a + c dir. Bu b - c < a biçiminde yazilirsa;

Ib - cl < a < b + c elde edilir.
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ISPAT

a+b+c
2 <x+y+z<a+b+c

i u < IPAI + IPBI + IPCI < 2uI bulunur.

A

,0~
CaB

IPAI = x, IPBI = y, IPCI = z olsun.

a<y+z<b+c

b<x+z<a+c

+ c<x+y<a+b

B

c

im(C) < m(S) < m(A) <=> c < b < ai dir.

ISPAT

A

13. Bir üçgende büyük açi karsisinda büyük
kenarj küçük açi karsisinda küçük kenar
bulunur. Diger bir deyisle bir üçgende bü­
yük kenar karsisindaki açi, küçük kenar
karsisindaki açidan daha büyüktür.

A

14.

[ACi kenari üze. nde IABI = IADI = c olacak ~

biçimde bir D noktasi alinirsa; ~

IABI = IADI oldugundan; ~
......... p:

m(ABD) = m(ADB) < m(ABC) bulunur. ~(i;1

......... .

m(ADB) = m(DCB) + m(DBC) oldugundan;
......... .

m(DCB) < m(ADB) < m(ABC)
......... .

m(DCB) < m(ABC) elde edilir.

c < c + (b - c) olacagindan

c < b olur." "
m(C) < m(B) <=> c < b elde edildi.

Ayni islemler diger kenarlar içinde yapilirsa;" " "
m(C) < m(B) < m(A) <=> c < b < a bulunur.

A Bir ABC üçgeninin içinde

~ alinan herhangi bir P
c p b noktasinin, üçgenln köse­

lerine olan uzakliklari

toplami, üçgenln yari
B a C çevresinden büyük, çev-

resinden küçüktür.

a+b+c _
u = -2- olmak uzerej

i u < IPAI + IPBI + IPCI < 2u i dur.

15. Bir dik üçgende hlpotenüse alt kenarortay
uzunlugu hlpotenüs uzunlugunun yarisina
esittir.

i. ISPAT

A

"
ABC üçgeninde m(A) = 90°, IBKI = IKCI ise

a
IAKI = IBKI = IKCI = 2" olur.

II. ISPAT

A

K C

[KH] .1 [Aci çizelim. Ayni kenara inilen dikme­

ler birbirine paralel ve IBKI = IKCI oldugundan

IAHI = IHCI olur. Yükseklik ayni zamanda ke­

narortayoldugundan AKC üçgeni ikizkenar

olup [Aci tabandir.

Buna göre; IAKI = IKCI = IBKI olur.
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A
16. Bir ABC üçgeninin kenar uzunluklari a, b ve

c; yükseklikleri ha, hb ve he;

u_a+b+c
2

t=~u.(u - a)(u - b)(u - c) olmak üzere;

h 2t hb= 2t h 2t ia - a ' b e = c o ur.

17. Bir üçgenin agirlik
merkezinin bir kö­

seye olan uzakligi
o köseden geçen

kenarortayin ~ ü,

kenari kestigi noktaya uzakligi Ise

kenarortayin k ü kadardir.

iSPAT

~ . c\ 2 2 L-?(AHC de pisagor) \L.J (ha) + x = [}'-

~ :. (;;\ 2 _? 2 2(ABH de pisagor) 'vv (ha) + a-2ax + x = c
iSPAT

1
IGDI ="3Va

1
IGEI ="3Vb

1
IGFI="3Ve

2
IGAI ="3Va

2
IGBI ="3Vb

2
IGCI ="3Ve

IGAI = 2. IGDI

IGBI = 2. IGEI

IGCI = 2.IGFI dir.

C----iL

A

B a·x
i

CD, CV de yerine yazilirsa;

a2 - 2ax + b2 = c2

x = a2 +~: - c2 ®

®, CD de yerine yazilirsa;

2 (a2 + b2 -e2 )2ha = b2 - 2a (iki kare farki)

D noktasindan [BE] ye [DK] paralelini, F nok­
tasindan [BE] ye [FL] paralelini çizelim. Bir üç­
gende bir keniinn orta noktasindan kenar­
lardan birine çizilen paralel dogru parçasi diger
kenarida ortalar. O halde;

IEKI = IKCI = x ve IALI = ILEI = Yolur ve

IAEI = IECI ve 2x = 2y ise x = y'dir.

IATI = ITGI = IGDI olur.

Sonuçta; IAGI = 21GDIveya

IAGI = ~ IADI dir.

1
= 4a2 (c-a+b).(c+a-b).(a+b+c). (a+b-e)

16
= 4a2 (u - a) (u:- b)(u). (u - c)

=> ha = g ..J u. (u - a) (u - b) (u - c) = ~ bulu-a a

nur.

18. A Bir üçgende bir
kenara alt orta ta­

ban Ile agirlik mer­
kezi arasinda ka­

lan dogru
uzunlugu, bu ke­
nara alt kenarortay
uzunlugunun
altida biri kadardir.

Sekilde dir.
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iSPAT

Sekilde [DE] arta taban aldugundan :~~: = ~

dir. Diger taraftan IAGI = 21A3KI dir.
IFGI = IAGI - lAFi

~ IFGI = 21AKI_ IAKI = 4IAKI-3IAKI
3 2 6

IAKI IAKI
~ IFGI =6 ~IFGI = 6 bulunur.

Bir üçgende ayni
kenara alt kena­

rortay Ile yÖk­
sekllk arasinda

kalan dogru par­
çasinin
uzunlugu

'C
~

•
••

A

i 1~211IKHI=x=~ dir.

iSPAT

Kenarartay teareminin ispatinda;

h2 + (x ~ )2 =b2 ve2

h2 + ~ - x)2=c2 idi.

Bu iki bagintiyi taraf tarafa çikarirsak;
a2

h2 +x2 + ax +-= b2 ve
4

'+ h2+ x2± ax +~=-e2

2ax = b2-c2
Ib2-e21

x = ~ bulunur.

2a2 . 2 1A\4

2h2+2x2+4=c2+b2~ 2(h2+x2)•.~ -b2+c2 ...\v
CD. @)'de yerine yazilirsa

2
2Va2 +~ = b2 + c2 bulunur.

2

21. Bir ABC üçgeninin kenar uzunluklari a,b,c
ve kenarortay uzunluklari Va, Vb, Ve olmak
üzere bu uzunluklar arasinda,

14(V: + V~ + V~ = 3(a2 + b2 + C2)1 bagintisi
vardir.

iSPAT

.2 a2
2Va:= b2 + c2 - 2" ' (Kenarartay tea.)

l)2 . .."'

2~ = a2 + c2 - 2" ..(Kenarortay teali'

.2 c2
+ 2Vc = a2 + b2 -"2 ' (Kenarartay tea.)

2(V~ + V~ + V~) =~ (a2 + b2 + c2)

4(V~+V~ + ~)=3 (a2+b2+c2) bulunur.

20.

Sekildeki ABC üç­
geninde [AK]

kenarartay.
a

C IBKI = IKCI = 2" 0.1-

sun.

A

ISPAT

ABC üçgeninin A kösesinden [BCl'ye [AH]

dikmesini çizelim. IHKI = x ise IBHI = ~ -x alur.

AHK üçgeninde;

G) ....h2 + x2 = V~ (Pisagar tearemi)

J,l,HCüçgeninde;

',)V ....h2 + (~+X)2 = l)2 (Pisagar tearemi)

ABH üçgeninde;

® .... h2 + (~-X)2 = c2 (Pisagar tearemi)

®+®den

h2+x2+ax + a2 + h2+x2-ax + ,;. = b2+c24 4

19. (Kenarortay Teoreml):

A Seklideki ABC
üçgeninde;

IBCI=a,

IACI=b,

IABI =c ve

IADI=Va,

. IBEI = Vb, ICFI = Ve olmak üzere, bu uzun­
luklar arasinda;

2 a2 2 b2
b2 +c2 = 2Va +2 a2+ c2 = 2Vb+2

2 c2
a2 + b2 = 2Ve +2 bagintilari vardir.
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Seklide G agirlik merkezi [BD] ..L[AK] Ise;

\5c2 = a2 + b21 dir.

ABC üçgeninde G agirlik
merkezi ve

[AK] kenarortayini çizelim.

lG KI = Va3
E 2V

IBCI = 3 a olur.

2Vb
IBGI=3;

A

A

(2~b r +(2~c r =(2~a r
VE +V~ =~ bulunur.

Bir ABC üçgeninin kenar uzunlugu büyü­
dükçe bu kenara alt kenarortay uzunlugu
küçülür, kenar uzunlugu küçüldükçe kena­
rortay uzunlugu büyür.

isPAT

Üçgenin kenar uzunluklari a, b ve c olsun.

m(A) = 90° ise Va =~ idi.

m(A) > 90° ise b2 + c2 < a2< (b + c)2 olur.

Buna göre a büyüyor b ve c küçülüyor demek­
tir. Kenarortay teoreminden;

2~ - b2 + c2 - a2a-
'---Y---J '--YO-J

Küçüldü - Büyüdü = Küçüldü

B .. V2 a2 V a i
una gore a< 4 ~ a<2 o ur.

m(A) < 90° ise (b - c)2 < a2 < b2 + c2 olur. b
ve c büyür a küçülür.

2~ - b2 + c2 - a2a-
'---Y---J '--YO-J

Büyüdü - Küçüldü = Küçüldü
a

Va >2 olur.

IGCI = 2~c oldugundan BGC dik üçgeninde;

iSPAT

24.

[CE] kenarorta­
yini çizelim.

......•....

m(BGA) = 90°

IEGI =fdir.

G, agirlik mer­
kezi ise
IGCI=cdir.

Herhangiiki

~
kenara alt ke- narortaylari dikkesisen bir üç-

tl!:

gende; üçüncü ~25.kenarin kare-
sinin 5 kati, dl-

l>4

ger Iki kenarin
~

'v'

kareleri topla-

a

mina esittir.

B~ ~ _
a

iSPAT

23.

c

ABC üçgeninde kenarortay teoremi uygula­
nirsa,

c2
2. IECi2 = a2 + b2 -"2 olur.

9c2 c2~ 2--a2+b2--4 - 2

~ 10c2= a2 + t>2~ 5c2 = a2 + b2 bulunur.
2

22. Bir dik üçgende hlpotenüse alt kenarortay
uzunlugunun karesinin bes kati, diger ke­
narortay uzunluklarinin kareleri toplamina
esittir.
Seklide G agirlik merkezi;

1 '" 2 2 21. m(A) = 90° ~ 5Va=Vb+ Ve

i m(S) = 90° ~ 5V~ = V: + V~i

1 '" 2 2 21m(C)=900~5Ve=Va+Vb dir.

iSPAT
'"

m(A) = 90° olsun.
4(Va2 +Vb2 + Vc2)=3 (a2 + t>2+ c2).. G)
m(A) = 900~ a2 = t>2+ c2..... (2)

'" a (;;\m(A) = 90° ~ Va-2 ~

(2), G) de yerine yazilirsa;
4(Vi + Vb2 + Vc2) = 3. (a2 + a2)....@

®, @deyerineyazllirsa,
4(Vi + Vb2 + Vc2) = 6. 4Va2
5vi = Vb2 + Vc2 bulunur.
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26. Bir ABC dik üçgeninde hipotenüse ait yük­
seklik ile kenarortayarasinda kalan açi di·
ger iki dar açinin farkinin mutlak degerine
esittir.

........•..

m(BAC) = 90° oldugundan;

iSPAT

A

D noktasindan geçen ve d ye paralelolan bir i
dogrusu çizelim.

Bu durumda IBDI = IDCI , [E'c]l. i, ve [F/Bil. i~ ~
oldugundan; BF/D == CE/D olur.

Buna göre; lE/CI = IBF/I = x, IFBI = y,

IAHI= 2h dersek, G agirlik merkezi ve d/ll ol-
dugundan, iHHii:: h olur. .

FF/E/E dikdörtgen oldugundan;

IFF/I = lEE/I = h = x + yolur.

IBFI + ICEI = Y+ (x + x + y) = 2(x+y)=2h

O halde;

IAHI = 2h = 2(x+y) = IBFI + ICEI dir.•

A

~ .~~
B D C

ABC üçgeninin G agirlik merkezinden ge­
çen bir d dogrusu çizilsin.

[BF] 1. d, [CE] 1. d ve [AH] 1. d olmak üzere

i IFBI + IECI = IAHII dir.

iSPAT

.•....•.••.

m(BAC) = 90°,

[AHil. [Bc] ve IBKI = IKCI oldugundan;
........•.. '" '"

m(HAK) = Im(B) - m(C)1 dir.

m(KAN)=Im(S)-m(c)I-Im(S) ;m(c)1

_Im(s) - m(C)1 b i
- 2 u unur.

........•.. .•....•.••.

m(BAN) = m(NAC), [AHil. [Bc] oldugundan;
'" '"

(HAN) - = Im(B) - m(C)1d'm - a. 2 ir .

iSPAT

~
B H N K C

28.

........•.. ........•.. ........•..

Seklide; m(BAC) = 90°, m(BAN) = m(NAC),

IBKI = IKCI, [AH]l. [BC] Ise

A

~
B H N K C

Bir dik üçgende, dik açi kösesine ait
açiortay, ayni zamanda hipotenüse ait yük­
seklik ile kenarortayarasinda kalan açinin
da açiortayidir.

90° - e + a.+ ~ = 90°

a.= ie - ~ i bulunur.

.•....•.••. .•....•.••.

m(ABC) = e ise m(BAH) = 90 - e olur.

B~C §
........•.. ~

m(BAC)=90° ve IBKI = IKCI oldugundan; ~

IAKI = IBKI = IKCI olur. O halde; ~
.•....•.••. ........•.. ~

m(KAC) = m(KCA) = ~ (AKC ikizkenar) ii:=

~

~
B H K C

........•..

Seklide, m(BAC) = 90°, [AH] 1. [BC] ve

IBKI=IKCI ise;

i m(HAK) = a.= im(s) - m(C)I i dir.

'" '"

m(HAN) = m(KAN) = a.= Im(B);m(c)1 dir.

27.
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29. A
iSPAT

Paralel dogrulari
diger kenarlara si­
rasi ile D', E' ve F'
noktalarina kadar
uzatalim.

IBKI=IKCI=xdiyelim.

[AH) 1..[Bc] çizelim.

IAHI =h,

A

.,c", .,c",
Alan(ABK) = Alan(AKC) bulunur.

A

B

Herhangi bir ABC üçgeninde bir kenara alt
kenarortay uzunlugu üçgenln alanini iki
esit alana böler.

Seklideki ABC üçgeninde;

IBKI = IKCI Ise

i Aian(AErK) = Aian(AI~"c)1dir.

iSPAT
A

~
~xH ~~ x~

Aian(ABK) = h2X}Aian(ARb) = ~x

G agirlik merkezi oldugundan [FF') paralelin­
den IF'CI = x ise IBFI = 2x olur....CD olur.

[DO') paralelinden IBOI = x ise IDCI = 2x
olur CV

CD ve CV den IDF'I = x olur.

Bu islemler diger kenarlar için de yapilirsa
IGFI = Yve IGDI = z bulunur. Buna göre;

IGDI+IGEI+IGFI= IABI+IB3CI+IACIolur.

d

d

A

A

Herhangi bir ABC üçgeninde G agirlik
merkezinden kenarlara çizilen paralellerln
toplam uzunlugu üçgenin çevresinin üçte
biri kadardir.

Seklide G, ABC üçgeninin agirlik merkezi;
[GE] II [BC], [GO] II [AB], [FG] II [AC] Ise;

IGFI + IGOI + IGEI = IABI + IA3CI+ IBCI tür.

G agirlik merkezinden geçen ve d ye paralel
olan bir i dogrusu çizelim. ICK'I = y. IDB'I = x
ve IGFI = h dersek.

100'1= IH'EI = IGFI = IKK'I = h dir.

31GFI= 100'1+ IH'EI + IKK'I = 3h olur.

IBDI+IAEI+ICKI= (h-x)+(x+y+h)+(h-y)

= 3h = 31GFIbulunur.

Seklide ABC üçgeninde G agirlik merkezi­
dir.

[BD] 1..d,[AE] 1..d,[GF]1..dve

[CK] 1..d Ise

131GFI= IBOI + IAEI + ICKII olur.

iSPAT

30.



Herhangi bir ABC üçgeninde, G agirlik
merkezini köselere birlestiren dogru parça­
lari üçgenln alanini üç esit alana böler.

Seklide G agirlik merkezi ise;

i Aian(ASG)=Aian(BCG)=Aian(ACG)j dir.

Üçgenler

32.

B

A

c

(Bölüm-2)

iSPAT
.c::,. .c::,. .c::,.

:~:~~: :~~~::}= A(ABG)....G)

A(AEG) =A(ECG) <V
.c::,. .c::,.

A(AFG) = A(BFG)

G)ve <Vden;
.c::,. .c::,. .c::,.

A(BFG) = A(BDG) = A(DCG) =
.c::,. .c::,. .c::,.

A(CEG) = A(EAG) =A(AFG) bulunur.

211
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A

c

34. iç Açiortay Teoremi

Bir üçgende açiortay uzunlugu karsi kenari
komsu kenarlari oraninda böler.

A Sekildeki ABC üç-

A geninde [AN] açi-~ ortayise;
B N C

Sekildeki ABC üçgeninde [AN] açiortay Ise
IBNI=m ve INCI=n olmak üzere;

Im=~,n=~1 dir.b+c b+c

[AB) ye [CD) paralelini

çizip [AN) nin uzantisi ile

D noktasinda kesistirelim.

C [AB) ii [CD) oldugundan;
..................

m(BAN)=m(ADC)=Ove
..................

m(ABN)=m(NCD)=~ olur.D

A

C
N1----- a --- ....•1

B

iSPAT

•.•...•.• •.•...•.•

m(CAD) = m(BAD) = Ooldugundan;

ADC üçgeni ikizkenar üçgen olur.

Buna göre IACI = ICDI dir.

.c::,. .c::,. IABI IBNI lANi .
ABN - DCN Ç:> IDCI = ICNI = IDNI dir.

IABI IBNI
Buradan IACI = ICNI bulunur.

35. A

Sekildeki ABC üçgeninde G agirlik merkezi
Ise;

Ayni islemler diger üçgenlerin alanlari için ya­
pilirsa;

.c::,. .c::,. .c::,.
Alan(ABG) = Alan(BCG) = Alan(ACG) bulunur.

[GH) ..L[Bc] ve [AH') ..L[Bc] çizelim. Ayni ke­

nara inilen dikmeler birbirine paralel ve G agir- ~lik merkezi oldugundan IGHI = h dersek :3
IAH'I = 3h olur. iz:

Alan(ABC) = 3h.~BCIve ~

Alan(B"t:= hl:CI §
Alan(ABC) 3 i~ .c::,. = o ur.
Alan(BCG)

33. Herhangi bir ABC üçgeninde, üç kenaror­
tay, üçgenln alanini 6 esit alana böler.

A

.c::,. .c::,. .c::,. .c::,. .c::,. .c::,.
A(BFG)=A(BDG)=A(DCG)=A(EAG)=A(AFG)=A(CEG)
dir.
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ISPAT

[AN] açiortayoldugundan;

!!!= ~ =>m = ~ = (a - ml. c=>
n b b b

m. b = ac - mc =>m.b + m.c = a.c =>

m(b + c) = a. c =>m = ba.c bulunur.+C

Benzer biçimde n = bb.a bulunur.+c

37. A

Seklide;

[AD açiortay,

Bir açinin açiortayi
üzerinde alinan her­

hangi bir noktadan,
açinin kollarina Inllen
dikmeler birbirine

esittir. Ayrica dikme­
lerln köseden ayirdigi
kenar uzunluklari da

birbirine esittir.

36.

[EH'] .i [AB, [EH] .i [AC,

[BD] .i [AB, [OC] .i [AC Ise;

IIH'EI = IEHI, IAH'I = IAHII

IIBH'I=ICHI, IBAI=IACI, IBOI=IOCII dir.

ISPAT

ISPAT

K,L.ve,N·noldslarl (eskenar ·üçgenin disinda)
degme$ktali[l degildir.

[AD açiortay isini,

[DB].i [AB,

[Dc] .i [AC olsun.
•.•....... •.••....•.

m(BAD)=m(DAC) ve

A

•.•....... •.•.......

m(DBA) = m(DCA) = 90°

old~undan ü~enin iç açilari toplamindan
m(ADB) = m(ADC) bulunur. Buna göre;
L:>. L:>.

ABD - ACD olur. [AD] hipotenüsleri ortak 01-L:>. L:>.
dugundan, ABD == ACD bulunur.

O halde;

IBDI = IDCI ve IABI = IACI dir.

Bir üçgenln Iç teget çemberinin merkez
noktasinin (IABI = c, IACI = b ve IBCI = a ol­
mak üzere) açiortaylari bölme orani;

Bir üçgende Iç açiortaylar sabit bir noktada

keslslrler. Bu keslslm noktasina (Seklide i ~noktasi) üçgenln Iç teget çemberlnin mer- ~
kezl denir. Iç teget çemberlnin yariçapi r ile li!:

gösterilir. ~
~
~

~

IAEI = IADI = u - a

IBFI = IBEI = u - b

ICFI = ICDI = u - c

ABN üçgeninde;

. IABI IAII f.'\[BI] açiortay ise; IBNI =IINI .... (LI

ANC üçgeninde;

. IACI IAII (;;\[CI] açiortay ise; INCI = IINI ....vf.)

G)ve ®den;

IAII IABI IACI t" ~1,0. dIINI = IBNI = INCI =>oran i oze igin en

iAll IABI + IACI b + c
IINI = IBNI + INCI =-a- bulunur.

38. A

zt).a
u-a

u-b E .1 D
u-c

B u-b FU-cC

Seklideki ABC üçgeninde
i Iç teget çemberlnin mer­
kezi; D, E ve F degme
noktalari; IABI = b,

IACI = c, IBCI = a ve

u = a + : + c olmak üzere;
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A

L::>.

Alan(ABN) ck c
L::>. bk = b bulunur.

Alan(ANC)

L::>.

Alan(ABN) c d'
L::>. ii ir.

Alan(ACN)

L::>.

Alan(ABC) _ b + C
L::>. - ,

Alan(ABN) c
L::>.

Alan(ABC) b + c
L::>. --- ve

Alan(ANC) b

L::>.

Alan(ABC) _ bk + ck _ b + C
L::>. -

Alan(ABN) ck c
L::>.

Alan(ABC) bk + ck _ b + C

L::>. bk - b
Alan(ANC)

[AN] açiortay,
IAB i = c ve

IACI = b oldugundan;
IBNI = c. k dersek

ICNI = b . k olur.

(k, oran sabiti)

[AH] .l [Bc] çizelim. Yükseklikleri ayni olan

üçgenlerin alanlari orani, tabaniari oranina esit

oldugundan;

iSPAT
A

Bir üçgende bir
açiya ait açiortay
uzunlugu üçge­
nin alanini kom­

su kenarlari ora-
N C ninda böler.

Seklide [AN] açiortay, IABI = c, IACI = b ise;

40.

M erkezden tegetin

degme noktasini bir­

lestiren dogru parçasi

tegete diktir. (ispati

sonra yapilacaktir.)

D,E ve F degme nokta­

lari oldugundan;

~

~
~

Bir üçgenln lçteget çembe- ~rinin yariçapi r, kenar N
uzunluklari a, b, c ve

u =a + b+ c Ise
2

iAlan(ABe) = u.r i dir.

A

~ x + y + z = u ~ x = u - (y + z)

= u - b, (b = x + z)

diger bagintilarda benzer biçimde bulunur.

L::>.

2x+2y+2z= a + b + c, (ABC nin çevresi)

2(x + y + z) = a + b + c

a+b+c
x + y + z 2 = u olur.

iSPAT

[ID] .L [AC],

[lE] .l[AB],

[IF] .l [Bc] ve

[AI], [BI], [CI] açiortayoldugundan;

IAEI = IADI = x

IBEI = IBFI = Y

ICFI = ICDI = z olur.

iSPAT

39.

a

A Bir üçgende Iç
açiortaylarin ke­
sim noktasini
köselere birlesti­
rerek elde ettigi-

C miz üçgenlerin
alanlari kenar
uzunluklari Ile
orantili olur.

Sekilde i açiortaylarin kesim noktasi ise;

L::>. L::>. L::>.
Alan(BIC) = Alan(AIC) Alan(AIB) dir.

a b c

41.

L::>. L::>. L::>. L::>.
A(ABC)= A(BIC) + A(AIC) + A(AIB)

L::>. r
A(ABC) = 2" . (a + b + c) = u.r bulunur.

A Çemberin merkeze uzak-
ligi sabit (r) oldugundan;
IIHI=IIKI=IILI =r olur.

L, H, K deg me noktalari
oldugundan;

B H C [IH] .l [BC], [IK] .l [AC],

[IL] .l [AB] olur. O halde;

Aian(BiC) = ~2

Alan(A1C) = !.:..Q2

+ Aian(Ai8)) = !.:...f.2
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Bir ABC üçgeninde; IBCI = a, IACI = b,/'o,
IABI = c; [AN], BAC açisinin açiortayi ve

IBKI = IKCI ise;

IKNI= a. Ib - cl d"
2(b + c) ir.

iSPAT

INKI = x, ISNI = Y ve INCI = z olsun.
=> IKCI = z - x olur.

ISKI = IKCI oldugundan;

y+x=z-x=>2x=z-y

=> x =?:..:::1 ...CD2

Açiortay teoreminden;

b. a e. a 'd'
z = b + c ve y = b + C i i.

bu degerleri (1) de yerine yazalim.

ba ae a(b - c)
b+C-b+C b+e

x= 2 2

_ a(b - c) _ alb - cl
- 2(b + c) 2(b + c) bulunur.

A

[AN) açiortayoldugundan;

~=~ .... @n m

® de (g) yi yerine yazip x'i çekersek;

x = m2 - b2 - e2 - n2 + 2be ...®
2(e- b)

(g) ve ® i CD de yerine yazarsak;

IANI2=b2+n2-2b' m~b~2 _-~~ + 2be

_ b2( c-b )+n2( c-b )-bm2+b3+be2+bn2-2b2e
- c-b

b2e + n2e + be2 -bm2 -2b2e
c-b

= be (c - b) + n2. c - m2b ... ®c-b

@den;

be. (c-b) + n.(mb) - m(ne)
c-b

(c-b). (be - m.n) = be _ mn bulunur.
c-b .

Açiortay üze­
rinden alinan ve

açinin kollarina
inilen dikmeler

esit oldugundan;

[NH)l.[AC), [NK)l. [AS) çizelim.

[AN) açiortayoldugundan;

IKNI=IHNI = h ve IAKI=IAHI=b - x dersek

IKSI = c + x - b, IHCI = x olur.

ANH dik üçgeninde IANi2 = h2 + (b-x)2

IANi2 = h2 + b2 + x2 -2bx ..... CD

NHC dik üçgeninde n2 = h2 + x2 ..... (g)

SKN dik üçgeninde m2 = h2 + (e+x- b)2

=> m2= h2+e2+x2+b2-2be ·2bx+2ex ....®

A

A

L:>. L:>. L:>.
Alan(SIC) = Alan(AIC) = Alan(AIS) bulunur.a b c

B

Bir üçgende iç açiortay uzunlugunun ka­
resi, açiortaya göre komsu kenarlar çarpimi
ile ayirmis oldugu kenar uzunluklari
çarpimi farkina esittir.

Sekilde [AN] açiortay, iBNi= m,

INCI = n, IABI = c, IACI = b olmak üzere;

i IANi2 = n~ = b.C - m.nl dir.

iSPAT

IIHI = IIDI = IIEI = rolur.

L:>. raL:>. r b
Alan(SIC) =2'Alan(AIC)= 2
Aian(AIS) = r2.c oldugundan;

42.
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44. Bir ABC üçgeninde;

A IABI=c,

~ IACI=b,~IBcl=a,
B H x N c [AH].L [BC] ve, i ..••.•..•

~ [AN], BAC nin açior-
tayi olmak ü~ere;

IHNiJb-cl.(b+C __ 8_) dir.2 8 b+c

iSPAT

Sekildeki ABC üçgeninde
[BN] açiortay;
IANI=x,
INCI = y, ve
[AB] .L [BC] ise

222
IBNI2=~ di

x2 + y2 r.

A

~
B C

B

Bir ABC üçgeninde;
.........

m(BAC)=90°, Ti H ve K iç teget çemberlnin
degme noktalari, [IH] .L [AC] ve IIHI = r ise

i A(ABC) = IBTI . ITCII dir.

iSPAT

B

[IK].L [AB] çizelim. IIHI = IlKI = r dir. AKIH
kare olur. u - a = r dir.

L::>.. a 2
Alan(ABC)=u.r="2· a "u.(u-a).(u-b).(u-e)

u. r = ;J u.r. (u-b). (u-c)

u2.r2 = u.r.(u-b).(u-c)

ur = (u-b)(u- c)
L::>..

~ A(ABC) = IBTI.ITCI bulunur.

A

iSPAT

[BN] açiortayoldugundan;
IABI = xk dersek; IBCI = yk olur.

L::>..

(xk)2 + (yk)2 = (x + y)2, (ABC'de pisagor)

x2k2 + y2k2 = (x + y)2

k2(x2 + y2) = (x + y)2

k2=~
x2 + y2

Açiortay teoreminden;

IBNi2 = (xk). (yk) - xy

= xy (k2 - 1) = xy (~+y):- 1)x +y

~
= xy. x2 +y2

2x2y2
IBNi2 = 2 2 bulunur.

x + y

46.

IBKI=IKCI olacak

biçimde [AK] çize-
Jim. "

[AH] .L [Bc] ve
IBKI = IKCI ol-

dugundan;

Seklideki ABC üçge­
nlnde [AN] açiortay,

iBN i= x, INCI = Y ve
[CB] .L [AB] Ise

IANi2 = 2x2y dir.
y-x

&
B H NK C

45. A

B x N Y C

ISPAT

[AN] açiortayoldugundan,
IABI = x.k dersek;
IACI = y.k olur.

L::>..

(x k)2 + (x + y)2 = (yk)2 (ABC'de pisagor)
y2k2 _ x2k2 = (x + y)2
k2(y2 _ x2) = (x + y)2

k2=~
y-x

Açiortay teoreminden;
IANi2 = (yk). (xk) - yx

= yx (k2 -1) = yx (~+ y - 1)y-x

(x + y - Y + X)=2X2y b i= yx u unur.
y-x y-x

IHKI Ib2 - c21 'd' f.\2a 11. ... (1.;

[AN] açiortay, IBKI = IKCI oldugundan;

lNKI a.lb - cl 'd' (,:;\
- 2(b + c) i 1.. .• ~

IHNI = IHKI - INKI oldugundan bu denklemde

CD ve CV yi yerine yazarsak;
Ib2 - c21 alb - cl

IHNI = 2a - 2(b+c)

IHNI = Ib - cl (b + c __ a_) bulunur2 a b+c .

Not:

Ayrica IHNI= 2u.(u - a) Ib - cl ile de he­
a(b+c)

saplanabilir.
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IACI =b ve IABI = c ise

iSPAT

x c IN'BI IABI
x + a = ii~IN'CI = IACI dir.

iSPAT

a) [AN] iç açiortayoldugundan;
.•..•....• .•..•....•

m(BAN) = m(CAN) = e ...W

[AK] dis açiortayoldugundan;
.••••..... .••••.....

m(CAK) = m(KAO) = ~ ...®

W ve ® den 2e + 2~ = 180 (Bütünler açi­
lar)

.•..•....•

e + ~ = 90° ~ m(KAN) = 90° bulunur.

b) [AN] iç açiortayindan;

IACI = INCI ... WIABI INBI

[AK] dis açiortayindan;

IKCI = IACI .,. ®IKBI IABi

Wve ®den;

IKCI INCI x x+n+m
IKBI = INBI ~ ri = ·-m- bulunur.

tCK] /i [AB]

[N'A] uzantisindan;

olacak biçimde bir

K noktasi alalim.

.•..•....•

m(BAD) nin açiortayi,

IN'BI = x, IBCI = a,

ABC üçgeninde;

48. (Dis Açiortay Teoremi)

Seklide [AN'],

.••••.....

m(OAN') = m(KAC)=a (Ters açilar)
.•..•....• .•..•....•

m(N'AB) = m(AKC) = a (Yöndes açilar)

Buna göre CAK üçgeni ikizkenar olup;

IKCI = IACI = b bulunur.

N'KC üçgeninde [AB] /i [Kc] oldugundan;

IN'BI IABI x c
IN'CI = IKCI ~ x + a = tl bulunur.

49. Bir üçgende ayni
köseye ait iç açior­
tay ile dis açiortay
arasindaki açi 90°
olup, iç açiortayin

kenar üzerinde ayirmis oldugu parçalarin
orani Ile dis açiortayin diger köselere olan
uzakliklari orani birbirine esittir.

Sekilde [AN] iç açiortay

[AK] dis açiortay ise
.•..•....•

a) m(KAN) = 90° dir.

b) IBNI= m,INCI=n ve ICKI=x olmak üzere;

I~=x+~+ml dir.

Sekildeki ABC üçgeninde;

[AK] dis açiortay,

ICKI = x, IBCI = a,

IABI = c, IACI = b ve

IAKI = yolmak üzere;

IIAKii = yi = x.(x + a) - be i dir.

iSPAT

B

[AN] iç açiortayini çizelim.

IBNI=m,

INCI = n diyelim.
.••••.....

m(KAN) = 90° olur.

[AN] iç açiortayoldugundan iç açiortay uzun­
lugundan,

IANi2 = b.c- m.n ...W
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Bir ABC üçgeninde Iç teget çemberinin ya­
riçapi r, dis teget çemberlerinin yariçaplari
ra, rb, re ise;

! = i + i ~dir. Ayrica;
r ra rb re

a+b+c i k"
u = 2 o ma uzere;

i ra· rb + ra· re + rb· re = u! i dir.
iSPAT

Ll

A(ABC) = u.r = ra(u - a)
= rb (u -b) = rdu - c) = k

1u1 u-a
~r=k'~=k'

1 u-b 1 u-c
r;;=-k-' ~=k

u u-a u-b u-c
~k=-k-+k+k

~!= .1 +.1 +.1 bulunur.
r ra rb re

52.

(Bölüm-2)

Sekildeki ABC üç­
geninde
ib noktasi ABC
üçgeninde dis
teget çemberinin
merkezidir.

D, E ve F degme
noktalaridir.

a+b+c
IDlbl = rb, u = 2 '

IABI=c, IACI=b ve IBCI=a olmak üzere;

IA(ABC) = rb. (u - b)i dir.

B

[AK] dis açiortayoldugundan,

~ = x + n + m ~ mx = nx + n2 + mn
n m

~ n2 + 2nx = mx + nx - mn .... ®
KAN dik üçgeninde,

IANi2 + IAKi2 = INKi2 (Pisagor bagintisi)

~ IANi2 +y2 = (n +x)2=n2+2nx+x2...®
CD ve ® ,® de yerine yazilirsa;

bc - mn + y2 = x2 + nx + mx -mx - m.n

y2 = x(x + n + m) - bc

y2 = x(x + a) - bc bulunur.

Üçgenler

51.

Gerekli yardimci çizimler yapildiktan sonra;

A(Bf"C) = rb . a . A(BIA) = rb· cb 2' b 2

A(Ate) = rb2b
L::>. L::>. L::>. L::>.

A(ABC) = A(Blb c) + A(Blb A)-A(Alb C)

= rba + rb·c _ rb·b _ rb (a+c-b)2 2 2 - . 2

(2U -2b)= rb -2- = rb . (u-b)

bulunur.

Diger kenarlara ait dis teget çemberlerinin ya­
riçaplari ile alan iliskisi de aynidir. Yani;

iA(ABC) = ra· (u-a) = re· (u • c) i dir.

53. Ayni köseye (ayni kenara) ait yükseklik,
açiortay, kenarortay sirasi ile ha, nA, va
olmak üzere;

I-h-a-:::;-n-A-:::;-V-ai dir.
iSPAT

A

~
B H N K C

b>c,

IAHI = ha -7 yükseklik

lANi = nA -7 Açiortay

IAKI = Va -7 Kenorortay olsun.

AHN üçgeninde ha < nAolur.... CD

c < b oldugundan INBI < INCI ve
[Bc] nin orta noktasi K oldugundan;

IHNI< IHKI ~ lANi < IAKI ...®
CD ve ® den ha < nA< Va bulunur.
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C

A

a
v

A

A

i h2 = p.kl dir.

iSPAT

Bir dik üçgende
hlpotenüse alt
yüksekligin ka­
resi, yükseklik
ayaginin köse­
lerden ayirdigi
kenar uzunluk­
lari çarpimina
esittir. (Ökllt
teoreml)

Sekilde [AH) J.. [BC), IAHI = h, IBHI = P ve
IHCI = k olmak üzere;

b2 + c2=a(p + k)

b2 + c2 = a. a

i b2 + c2 = a21 bulunur.

B

c2 = p.a

+ b2 = k.a idi

56. Bir dik üçgende dik kenar uzunluklarinin

kareleri toplami hipotenüs uzunlugunun
karesine esittir. (Pisagor bagintisi)

iSPAT

/'o..

m(HAC)=~ ve
/'o..

m(BAH) = a dersek
a + ~ = 90° olur.
Üçgenin iç açilari
toplamindan

A

~
~ p H k 9

....~--~
a

A

a) IDEI = iBOi + IECI
~

b) Çevre(ADE) = b + c
~

c) Çevre(IKF) = adir.
iSPAT

B x K a-x-y

Sekilde;
/'o.. /'o..

m(IBK) = m(OIB) (iç ters)
/'o.. /'o..

m(ICK) = m(CIE) (iç ters)

Buna göre; BOl ve CIE üçgenleri ikizkenar, ~it!:
BOIK ve IFCE paralelkenar olup; ~ 57.
a) IDEI = x + y

b) çevre(AOE) = b + c ~
~ ~

55. :,' d~::::~e =h~~:::;:ah yOkseMIO'n, ~hipotenüs üzerinde ayirmis oldugu dogru N
parçalarinin uzunluklari IBHI = p, ICHI = k
olmak üzere, her dik kenarin uzunlugunun
karesi, bu parçalardan kendisine komsu
olanin uzunlugu Ile hipotenüs uzunlugunun
çarpimina esittir. (Öklit bagintilari)
Sekle göre;

i c2 = p.al ve i b2 = k.al dir.
iSPAT

54. Sekildeki ABC üçgeninde i iç açiortaylarin
kesim noktasi;

A [DE) /i [BC)
[KI) /i [AB)
[FI) /i [AC);

IBCI=a,
IACI = b ve
IABI = c olmak
üzere;

/'o.. /'o..
m(ABC) = ~ ve m(ACB) = a olur.

~ ~ ~
Buna göre ABC - HBA - HAC dir.
Buradan;

Q. = Q. ::::> c2 = p.a vea c

b k 2
a = b::::> b = k.a bulunur.

~ ~
HAC -HBA idi.

Buna göre;

~ =* ::::> h2 = p.k bulunur.
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A

x

Bir dik üçgende 30°
lik açinin karsisin­
daki kenar uzun­
lugu x birim ise hi­
potenüs uzunlugu
2x birim; 60° lik
açinin karsisindaki
kenar uzunluguda

x{3 birimdir.
....-... ....-...

Sekilde m(ABC) = 90°, m(BAC) = 60° ve

IABI = x ise IACI = 2x ve IBCI = x{3 dür.

B H n C

e2 = m2 + (p + k)2 CD

x2 = m2 + k2 ®
b2 = n2 + (p + k)2 ®
y2 = n2 + k2 @
CD ve ® taraf tarafa çikarilirsa;

e2 - b2 = m2 - n2 ®
® ve @ taraf tarafa çikarilirsa;

x2 - y2 = m2 _ n2 ®
®, ® de yerine yazilirsa;

e2 - b2 = x2 - y2 ~ e2 + y2 = !J2+ x2 bulunur.

iSPAT

61.

Bir dik üçgende

dik kenarlar çarpi­

minin yarisi üç­
genin alanini verir.

A

Seklimizi dikdört­

gene tamamlayip

n-tane bölüntüye

C ayiralim. Herbir bö­
lüntü c kadardir.

Buna göre;

e.(x1+x2+X3+· ..+Xn)

tane bölüntü dik­

dörtgeni tarar.

x1 + x2 + x3 + ... + xn = b oldugundan;

Alan(ABOC) = b.e ~

.,c", be
Alan(ABC) = 2" bulunur.

Alan(ABC)= b.e = a.h dir. Buradan,2 2

i h = b~el bulunur.

iSPAT

Buna göre;

~
ii!:

~
~
~

59. Hipotenüsü a, hipotenüse ait yüksekligi h, ~
dik kenarlari b ve c olan bir dik üçgende;

58.

dir.

iSPAT
[BK] kenarortayin i çi­
zelim. Hipotenüse ait

kenarortay uzunlugu
hipotenüs uzunlugu­
nun yarisina esit oldu­
gundan;

iSPAT

A

IBKI = IKCI = IAKI = x olur.
....-...

m(BAK) = 60° oldugundan BAK üçgeni eske­
nar olur. Buradan;

IABI = IAKI = IKCI = IBKI = x olur .

ABC dik üçgeninde pisagor bagintisindan;
IABi2 + IBCi2 = IACi2 ~

x2 + IBci2 = (2x)2

IBCi2 = 4x2 - x2 = 3x2 ~ IBCI = x{3 br bulu­
nur.

[AH] 1..[BC],

IABI = c, IACI = b,

IBKI = x ve

IKCI = yolmak üzere;

i e2 + y2 = b2 + x21 dir.

Sekildeki ABC üçgeninde;

• ~o~
B H C

Hipotenüs a oldugundan;

a2 = b2 + e2 dir.

h=b.e~l=~ ~=L
a h b.e ~ h2 b2e2

1 b2 + e2 1 1
~ h2 = b2e2 = b2 + e2 bulunur.

60.
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Sekilde;

IBEI =a,

IECI =b,

IFCI =c,

lAFi = d,

A

Bir ABC üçgeninde;

IBCI = a, IACI = b ve

IABI = c olmak üzere;

i a2 = b2 + c2 - 2bc. cos A i

i b2 = a2 + c2 - 2ac. cos B i

iC2 = a2 + b2 - 2ab. cosC i dir.

iSPAT

iSPAT

IAOI=e.

10BI =f,

10KI = z. IKFI = Y ve IKEI = x dersek;

x2 + b2 = y2 + c2 CD

x2 + a2 = z2 + f2 ®
y2 + d2 = z2 + e2 ®
CD den ® çikarilip ® ile toplanirsa;

a2 + c2 + e2 = b2 + d2 + f2 bulunur.

B

64. (Koslnüs Teoremi)
A

C

Seklideki ABC
üçgeninde;

[KD] 1. [AB],

[KE] 1. [BC],

[KF] 1. [AC] Ise;

•..•••.•..

m(AKH) = 30° (dis açi)

AKH dik üçgeninde;

30° -t lAH i = h dersek

90° -t IAKI = 2 h olur.

IAKI = IKCI = IBKI = 2h:=}

IBCI = 4h bulunur.

IBKI = IKCI olacak biçimde

[AK] kenarortayini çizelim.

[AK] kenarortay,
•..•••.•..

m(BAC) = 90° oldugundan
•..•••.•..

IAKI = IKCI ve m(KAC) = 15° olur.

63. (Carnot Teoreml)

A

62. Bir dik üçgende 15° Ilk (veya 75° Ilk) bir açi
verilmisse bu dik üçgende hipotenüse alt
yükseklik, hlpotenüs uzunlugunun dörtte
biri kadardir.

A

~
B H C
i 4h i

Sekilde 141AHI = IBCII dir.

iSPAT
A

dikme ayaklarinin köseden ayirmi, oldugu
. kenar uzunluklarina göre kom,u olmayan
kenarlarin kareleri toplami bIrbirine esittIr.

Yani;

IIBEI2+ICFI2+IADI2=IBDI2+IAFI2+IECI2! dir.

[AH] 1. [Bc] yüksekligini çizelim.

IHCI = x dersek;

IBHI = a - x olur.

AHB dik üçgeninde;

'" a-x C\CosB =-- ..... \LIc

AHC dik üçgeninde pisagor bagintisindan;

b2=h2+x2 ..... ®
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ABH dik üçgeninde pisagor bagintisindan;

c2 = (a - x)2 + h2

= a2 - 2ax + x2 + h2 ®
®. ® de yerine yazilirsa

c2 = a2 - 2ax + b2

b2 = c2 - a2 + 2ax ..... @

CD den x çekilip @ de yerine yazilirsa;

b2 = c2 - a2 + 2a (a - c. cosB)

~ ib2 = a2 + c2 - 2 ac cosB i bulunur.

Diger kenarlar için de ispati benzer biçimde
yapilir.

i a2 = b2 + c2 - 2 be cosA i

ic2 = a2 + b2 - 2 ab cos C i

66. A

D B

E

ikizkenar üçgenln tabaninin uzantisi üze­
rinde alinan bir noktadan, üçgenin esit ke­
narlarina Inllen dikmeierin uzunluklari far­

kinin mutlak degeri esit kenara alt bir yük­
seklige esittir.

Seklide;

IABI=IACI, [DE].l[AE], [DK].l[AC] ve

[BF].l [AC] ise IIDKI-IDEI = IBFII dir.

iSPAT

A

D B

E

[AC] ye paralel [BL) çizelim.

LBFK dikdörtgen olur.
'" .•......•..

m( C) = m(LBD) = a (Yöndes)
.•......•.. .•......•..

m(ABC) = m(DBE) (Ters açilar)
.•......•.. .•......•..

Bu durumda m(LDB) = m(EDB) olur..c.. .c..
DEB == DLB dir. (DB ortak hipotenüs oldugun-

dan)

ILKI = IBFI ve lDU = IDEI dir.

ILKI + IDUI = IBFI + IDEI ~

IDKI = IBFI + IDEI ~

IIDKI - IDEI = IBFI i bulunur.

dir.

c

ikizkenar bir üç­

gende taban üze- ~rlnden alinan bir
- ..

noktadan esit ke- ==narlara Indirilen ~

dikmelerin top- ~
lami esit kenarlara ~
alt bir yükseklige ~

",IILI'. ~

A

A

B

Seklide IABI = IACI,

[DE] .1 [AC],

[DK] .1 [AB] ~ IIKDI + IDEI = IBFII

iSPAT

65.

[LO)" [AC] çizelim.

BLO üçgeni ikizkenar olur.

[BF] .1 [AC] ve [DE) .1 [AC) ~

[BF] " [DE) dir.

[LO)" [AC) de oldugundan DMFE dikdörtgen
olur.

IMFI = IDEI (1)

BOL üçgeni ikizkenar ~ IBMI=IDKI .... (2)

(1) ve (2) den IMFI+IBMI=IDKI+IDEI olur.

IBFI = IKDI + IDEI bulunur.

67. A ikizkenar bir üçgende ta-
ban üzerinden alinan bir

noktadan es kenarlara çizi­
len paralel dogru parçala­
rinin uzunluklari toplami es
kenarlarin birinin uzunlu­

guna esittir.

Sekilde; IABI = IACI,

[DE] /i [AC] ve [EF] /i [AB] Ise

IIDEI + IEFI = IABI = IACII dir.
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iSPAT
A IABI:::IACI:::xolsun.

IFCI :::y diyelim.

lAFi::: x - yolur.
...•.. -

m( B) :::m(FEC)
(yöndes)

~ IFCI :::IEFI :::y

69. ABC eskenar üçgen

[PO]J...[BC],

[PE]J...[AB],

[PF]J...[AC]ise

DEFA paralelkenar oldugundan;

IEFI :::IADI :::y

lAFi::: IDEI::: x - y

IDEI + IEFI :::x - y + y :::X ::: IABI::: IACI

bulunur.

IPOI+ IPFI - IPEI :::IAB~-{3 dir.

iSPAT

K

68. Seklide ABC eskenar üçgen;
E ~

\\,

L
DB C

~
\A

~
P noktasindan [AB] ii [KL] çizelim.

~

KLC üçgeni eskenar olur.
p

~

§

IPFI + IPDI :::IPEI + ICHI dir.

IPFI + IPDI - IPEI :::ICHI :::IAB~-{3:::h

[PF] /i [AC], [PO] /i [BC], [PE] /i [AB] Ise

bulunur.
IIPEI + IPFI- IPOI = IBCII dir.

iSPAT

IPKI :::x, IFBI :::y dersek, .

IPDI :::x + y ve IPEI :::a + yolur.

IPEI + IPFI - iPDI :::a + y +x -(x +y) :::a

bulunur.

E ABC eskenar üçge­
ninin bir kenar uzun­

lugu a olsun. [EP] ve
[CB] uzantilarini K
noktasinda birlestire­
lim. PKF, KEC eske­
nar üçgen PKBD
paralelkenar olur.

70. A

B

-
m(AOC) = e = 150° dir.

Sekildeki ABC es·
kenar üçgeninde;
LOCI=X,

IBOI=y,

IAOI=zve

x2 + z2 = y2 Ise
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Seklide;

[EF] /i [AC],[FO] /i [AB] Ise;
F

c
IEFI + IFOI = 1IACI IABI

dir.

[EF] /i [Ac].

[FO] /i [AB] iseAEFD paralelkenar-
C

dir.

IAEI = IFDI ve

A

IEFI = IADI dir.

ABC üçgeninde [DF] /i [AB] ise

IFDI = IDCI = IACI - IADI _ 1 _ IADI
IABI IACI IACI IACI

IFDI IADI
IABI + IACI = 1 (IADI = IEFI)

IFDI IEFI
IABi + IACI'= 1 bulunur.

iSPAT
A

IEFI=x,

IABI=y,

IOCI=z,

F b c IBFI = a ve
IFCI = b Ise

i~=~+~i ve la.z=b·yi dir;

iSPAT

BDC üçgeninde [EF] /i [Dc] ise
IBFI IEFI .
IBCI = IDCI dir (l)

ACB üçgeninde [EF] /i [AB] ise
IFCI IEFI
IBCI = IABI (2)

(1) ve (2) taraf tarafa toplanirsa;

IBFI + IFCI = IEFI + IEFI
IBCI IBCI IOCI IABI

IBFI + IFCI _ IEFI + IEFI
=> IBCI IOCI IABI

x x 1 1 1
=> 1 =-+-=>- =-+-bulunur.

z y x y z

72. [AB] /i [EF] /i [OC]
A

d1

d2

[AB] ye D'den [DK] paraleH,[AB] ye E'den [EL]
paraleHçizelim.

Buna göre;
L:>.. L:>.. IADI IDKI IAKI

ADK - BEL =>IBEI = IELI = IBLI (1)

ABk _ B8'L _ IABI = IBKI = IAKI (2)IBCI ICLI IBLI

L:>.. L:>.. IDKI IKEl IDEI
DKE - ELF => IELI = ILFI = IEFI ···(3)

IABI IAKI IDKI
(1) ve (2) den IBCI = IBLI = IELI ···(4)

(3) ve (4) den
IABI IDKI IDEI IABI IDEI
IBCI = IELI = IEFI =>IBCI = IEFI bulunur.

ISPAT

A ABC üçgeninin disinda
ADD' eskenar üçgen
olacak biçimde bir D'
noktasi alalim. ADD' üç­
geni eskenar oldugun--.

C dan m(ADD1 = 60° ve
IADI=IDD'I=IAD'I=z olur.

x2 + z2 = y2 esitligi verildiginden DD'C üçge--.
ninde; m(D'DC) = 90° olur. Buna göre-.
m(ADC) = 60° + 90° = 150° bulunur.

Paralel dogrulari kesen herhangi iki dogru

üzerinde, paralellerln ayirdiklari dogru par- ~~
çalari orantilidir. ~
d1/1d2o'/d3 Ise

IABI IDEi IABI IOEI E
IBCI = IEFI ; IACI = IOFI dir. ~

§ 73,

ISPAT

71. (Tales Teoreml)
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iSPAT

L::>. L::>.
DKC - DFB

C'den [AB] ye tCK

paraleli çizersek.
L::>. L::>.
AFE -CKE ve

D

L::>. L::>.
DKC - DFB ise;

IDKI = IKCI = IDCI ... (2)IDFI IFBI IDBI

IAEI ICKI
(1) den ICE i . lAFi = 1 (3)

ICDI IFBI
(2) den IDBI . IKCI = 1 (4)

(3) ve (4) taraf tarafa çarpilirsa
IAEI ICKI ICDI IFBI
ICEI . lAFi . IDBI . IKCI = 1 olur.

IAEI ICDI IFBI
~ ICE i . lAFi' IDBI = 1 bulunur.

benzerliklerini elde ederiz. Buna göre;
L::>. L::>.
AFE - CKE ise;

lAFi = IFEI = IAEI "'(1)ICKI IKEI ICEI

iSPAT

A

77. (Seva Teoremi)

Bir üçgende bir köseden çikip karsi kenari
kesen dogru parçalari bir tek noktada
kesisiyorsa, bu dogru parçalarinin köseler­
den ayirmis oldugu kenar uzunluklari için
komsu olmayan kenarlar çarpimi birbirine
esittir.

Sekilde ABC bir
dik üçgen ve
EFDA kare ise

IACI = b, IABI = c
ve IEFI = x olmak
üzere karenin bir

kenar uzunlugu;

[DK]/! [AB]

çizelim.

_k__ ~
k+t-z-x

Sekilde;
[ADV/[EFV/[BC],

IADI = x, IEFI = y,

C IBCI = z ise;B

kz - kx = ky-kx + ty - tx

kz-ky=ty-tx

k(z - y) = t(y - x)

k v-x- = ~ bulunur.
t z-y

IAEI_IDFI_ ~
IEBI- IFCI - z _ y dir.

iSPAT

~ + ~ = 1 ~ xc + xb = 1
c b cb

x(b + c) = c.b ~ x = bc.b bulunur.+c

75. A x DB
i x = b.c i dir.b+c

74. A

~
B F C

A

76. A

(Menalaüs
Teoremi)

Bir üçgende iki
kenar Ile üçüncü
kenarin uzantisi",
bir noktada ke­

sen herhangi bir
dogru parçasi
için

Sekilde O noktasi [BE], [CF] ve [AD] nin
kesim noktasi ise;

IIBDI.IECI. lAFi = IDCI. IAEl.IFBII

i OC i i FB i i EA i ~
IOSfjFAffECT = 1 bagintisi vardir.

ve a IBDI.ICEI.IAFI=1 d'
Y IDCI IEAI IFBI ir.
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iSPAT

A

K

L

78.

IAHI = ha, IBDI = hb ve ICEI = he olmak

üzere ABC üçgeninin alani, yükseklik Ile

yüksekligin indigi kenar uzunlugunun

(tabanin) yarisinin çarpimina esittir.

[KL] 1/ [AB] çizelim.

L::::.. L::::..
ECL - EAB dir.

Sekildeki ABC üçgeninde;

iA(ABC)=~=~=~ i dir.

IECI = ILCI "'(1)IEAI IAB i

L::::.. L::::..
OCK - OBA dir.

L::::.. L::::..
OKC - OAF dir.

10CI = ICKI "'(2)IBOI IABI

hh

iSPAT

Dik üçgenin alani dikdörtgene tamamlayarak

daha önceden yapilmisti. ABC üçgenini yine

dikdörtgene tamamlayalim.

~
;l:

~
~

~IECI. ICKI. IBOI = IEAI. ILCI. IOCI. ... (3) elde ~
edilir.

(1) ve (2) taraf tarafa çarpilirsa;

IECI ICKI ILCI 10CI
IEAI . IABI = IAB i . IBOI

IKCI IOCI- =- (4)lAFi lAFi
A(BCOE) = h(x + y) =251 + 252 dir.

'L::::.. ~ a.h
A(ABC) = 51 + 52 = 2 = 2 bulunur.

L::::.. L::::..
OLC - OBF dir.

ILCI = IOCI (5)IBFI lAFi

(4) ve (5) den

IKCI ILCI .
lAFi = IBFI dir. (6)

(3) ve (6) dan

79. Kenar uzunluklari a, b, c olan bir ABC üç-

. d a + b + c i k" ABC ..genin e; u = 2 o ma uzere uç-

geninin alani;

A(ABc)d u.(u- a) (u - b) (u - c) dir.

IBOI. IECI. lAFi = 10CI. IAEI. IFBI btilunur.
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iSPAT
A

(Bölüm-2)

81. Bir ABC üçgeninin kenar
uzunluklari ai bi Cj

çevrel çemberinin yari­
çapi IOCI = Rolmak
üzere üçgenln alani,

A(ABC) = a'4~ c dir.

Üçgenler

A

80.

Üçgenin bir kenarina ait yüksekligi

ha = ~ V u(u - a) (u - b) (u - c) oldugu göste­a
rilmisti.

A(ABC)= a.ha =! .g V u(u - a) (u - b) (u - c)2 2 a

A(ABC)= V u(u-a) (u-b) (u-e) bulunur.

a

Bir ABC üçgeninde;
~ 1 .....

A(ABC) = - . a· b· slnC2

~ 1 .....
A(ABC) =-. a· c slnB2

~ 1 .....
A(ABC) = 2"' b . c· sinA dir.

iSPAT

iSPAT

ABC üçgeninde;
a b c

---;;;;:-= ----;;;;-= ----;;;;-= 2R
SinA sinB sinC

· .....C c d'
sin = 2R ir.

~ 1 .....
A(ABC) = - . a· b· sinC2

A(ABC) =1.a. b. ~ = a. b. c bulunur2 2R 4R .

82. (Stewart Teoreml)
A

Herhangi bir ABC üçgeninde AD herhangi
bir kesen olmak üzere

2 2
IADi2 = IABI .IDCI+IACI .IBDI IBDI.ICDI

IBCI
dir.

B a

iSPAT

A

.....!!QSinA = c

A(ABC) = a.ha = b.hb2 2

~a,=::b:b

A(ABC) = a.ha = a. b. hb2 2.a

A(ABC) =/a. b. c. SinA = b. c. SinA bulunur.2. a 2

a

ABD üçgeninde cos. teoreminden;

x2 = m2 + c2 - 2mc . cosB

ABC üçgeni ve cos teoreminden;

b2 = c2 + a2 - 2ac . cosB



22222222X + Y + z + t = a +b + c + a- bulunur.

Üçgenler

cosB = a2 +2c2- b2ac

2 2 2 (m+n)2 +c2 _b2
x = m + c -jmi i(m+ n);;e'

2 2 2 Im(m+nf (C2_b2)m]x = m +c 1 l']).>rLI + m+n

2 ..~ 2 J. b2m- c2mx =pi +c -)11 -mn+---­ m+n

_2L 2 2 .i-:-:X2 =9"__m_+_c_n_+_b_m_-7_mm__ m.nm+n

(Bölüm-2)

iSPAT

ABCD dörtgeni için;

x2+,xf=/+;
L +,r(' =;rt +a2

z2+$ =1+b2

+ t2+/ =/+c2

227

(AEPH kirisler dörtgenil

(EBfP kirisler dörtgenil

(PfCG kirisler dörtgenil

(HPGD kirisler dörtgenil

A

x2 = c2n + b2m _ m.n
m+n

2 2
IADi2 = IABI .IDCI+IACI .IBDI IBDI.ICDI

IBCI

bulunur.

83. '(Genel CARNOT Teoremi)

~

~
x a C ~

P, üçgenin iç bölgesinde herhangi bir nokta ~olmak üzere; [PO] 1.. [BC), [PE] 1.. [AC], t:3

[Pf] 1.. [AB] ise,

IBDi2 + IECi2 + IfAi2 = IDCi2 + IAEi2+ IBfi2

idi.

c

P, çokgenin iç bölgesinde herhangi bir nokta
olmak üzere;

[PK] 1.. [AB], [PL] 1.. [BC], [PM] 1.. [CD], .... ise

IKAi2+IHfI2 + +INDI2 +IMCI2 +ILBI2=

IKBi2 +IHAI2+ +INEI2 +IMDI2 +ILCI2 dir.

....... =~ +~ .

22222222222
X +y +z +t+ ...k =a +b +c +d +e+ ...+p

P Dörtgenin iç bölgesinde herhangi bir nokta
olmak üzere; [PE] 1.. [AB], [Pf] 1.. [Bc]

[PG] 1.. [CD], [PH] 1.. [AD] ise

IEAi2 + IfBi2 + IGCi2 + IHDi2

= IEBi2 + IfCi2 + IGDi2 + IHAi2 dir.

Buna genellestirirsek tüm çokgenler içinde
geçerlidir.
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(BKPLkirislerdörtgenil
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