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Calisma Onerileri

» Unitedeki kavramlari, tamimlars, testleri iyi 6greniniz
e (ozilimleri verilmis 6rneklerin ¢6ziimlerini iyice inceleyiniz

e Herhangi bir dizi, seri ornekleri alip onlarin yakinsakligin
arastirmaya calisiniz.
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1. Giris

Cebir kurallari ile ancak sonlu tane say1y1 toplayabiliriz. Buna karsilik matematikte
sonsuz sayida sayinin "toplami” ile de sik sik karsilasmaktayiz. Ornegin, 1 sa-
y1-ssinin ondalik agilimi 3

1-0,333..=3+3 +3 4 | gibi bir sonsuz toplamdir.
3 10 10 10°

Boyle bir toplama seri kavramu ile anlam kazandirilmistir. Bu iinitede seri kavrami

ile, serilerle ¢cok yakindan alakali olan dizi kavramini inceleyecegiz.

2. Diziler

Tanim kiimesi IN dogal sayilar kiimesi, deger kiimesi ise IR gergel sayilar kiimesi
olan bir fonksiyona dizi denir. Dizinin verilebilmesi i¢in her 1, 2, ..., n, ... dogal
sayilarinaxi, Xz, ...., Xn, ... gibi gercel sayilarin karsi getirilmesi gerekmektedir. x;, xo,
... .. sayllarina dizinin terimleri, n ye bagh bir ifade olan x, ye ise dizinin genel
terimi denir. Diziler yaxy, xo, X3,....gibi veya X, genel terimini parantez icine alarak
{xn} veya (x,) gibi de gosterilebilir.

Omek:1) 1,1 1 dizisinin genel terimi x =in dir. Bu nedenle, dizi (%)

2

sekilnde gosterilir. Bu dizinin, 6rnegin 8. ci terimi  x, :% =ﬁ dur.
2

2)-1,1,-1,1, ... dizisinin genel terimi x,= (-1)" dir. Buna gore, dizi kisaca ((-1)")

seklinde gosterilir.

3) 1, 1 ,l , ... dizisinin genel terimi x, =1 dir. Bunedenle, dizi (l) seklinde
2 3

1

4 n n
gosterilir.
4) aved gergel sayilar olmak tizere,

a,a+d,a+2d,a+3d,...

dizisinin genel terimi x,=a + (n - 1) d dir. Boyle ifade edilebilen bir diziye arit-
metik dizi, d sayisina da dizinin ortak farki denir.

(a+(n-1) d) aritmetik dizisinde ardisik (birbirini takip eden) herhangi iki terim
arasindaki farkin daima sabit olup d ye esit olduguna dikkat ediniz.
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5) aveq, q=0, gercel sayilar olmak tizere

a, aq, aq? aq’, ...

dizisinin genel terimi x,=a.q™"! dir. Boylebir diziye geometrik dizi, q sayisinada
dizinin ortak ¢arpani denir.

(ag™!) geometrik dizisinde ardigik herhangi iki terimin oran1 daima sabit olup
q ya esittir.

6) V3 sayisinin yaklasik degerlerini gdsteren
1;1,7;1,73; 1,732; 1,7320; 1,73205, ......

rasyonel sayilari da bir dizi olugturur. Onceki 6rneklerden farkli olarak bu dizinin
genel terimini bir formdille ifade etmek miimkiin degildir.

7) Yarigap: r olan bir daire igine ¢izilmis diizgtin n-kenarlinin (n-gen) ¢evresinin

Pouzunlugu Pp=2nr sin% formiilii ile hesaplanir. Buna gore, bu dairenin igine
cizilmis diizgiin tiggen, dortgen, besgen, ... lerin gevre uzunluklar

6rsin®™ , 8rsin®™, 10rsin® , ...
3 4 5

gibi bir dizi olusturur.

Asagidaki dizilerin genel terimlerini yaziniz.

ni,2 3 4 3L,2,3 4
3 4 5 6 2 4 8 16
2) -llll-llll'“ 4).L,l,-l,i,
2 3 4 31 6! 9! 12!
(n" (n"
Cevaplariniz x, =—1  2) xy ==—"2  3) xp =1 ved)xn= olmalryd.
n+2 n on 3n)!

Bir (x,) dizisinde n biiytidiikce, dizinin terimleri belli bir a say1sina istenildigi ka-
dar yaklasiyorsa, (x,) dizisi a sayisina yakinsiyor denir. Bu durumu matematik
dille ve daha kesin olarak ifade etmeden 6nce bir hatirlatma yapalim: matematikte,
sifira istenildigi kadar yakin olabilen pozitif sayilar, ¢ (epsilon), § (delta) , ... gibi
harflerle gosterilirler.

(xn) dizisi verilsin. Eger her ¢ > 0 i¢in 6yle bir ny dogal say1s1 bulunabiliyor ve n
nin ng dan biiytik tiim degerleri i¢in |x,-al < ¢ esitsizligi saglaniyorsa, o zaman
a sayisina (xp) dizisinin limiti denir ve

a=lim x, veya (xn) —a
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seklinde gosterilir ("lim" sembolii latince "limes" s6ziinden kaynaklanip limit anla-
mui ifade etmektedir). Bu durumda (x,) dizisi a ya yakinsiyor da denir. Eger bir
dizi herhangi bir limite yakinsiyor ise, bu diziye yakinsak dizi, hi¢ bir limite yakin-
samiyorsa 1raksak dizi denir.

Mutlak degerin 6zelliklerine gore, Ix,- al <e esitsizligi -e <xp-a <e ve
a-&<Xx,<a + ¢ esitsizlikleri ile esdeger oldugundan, limitin yukaridaki tanimi
geometrik olarak soyle yorumlanabilir: Say1ekseni tizerinde orta noktasi a ve uzun-
lugu 2e olan (a - ¢, a + ¢) agk aralig verildiginde € ne kadar kiigtiltiiltirse kiigtil-
tiilstin, nnin 6yle birny degeri vardir ki numarasi (indisi) ng danbiiyiik olan tiim x,,
terimleri bu araligin igine diiser.

| xn- a | mutlak degerisay1ekseni tizerinde x, noktast ile anoktasi arasindaki uzakli-
g1gosterdiginden limitin tanimi1 s6yle de ifade edilebilir: Belli bir n den sonra x,, ilea
arasindaki uzaklik énceden verilen ve istenildigi kadar kiigiik olabilen pozitif €
sayisindan kiigtik oluyorsa, (x,) dizisinin limiti a dir.

Ornek: (Xn) :(l) dizisinin limitinin sifir oldugunu gosteriniz.
n

Coziim: (xy) :(%) ,a=0dir. € >0 verilsin. O zaman

Buna gore eger, no =H lH +1, (l nun tam degeri art1 1) alirsak o zaman n > ng
€ €
esitsizligini saglayan tiim n ler i¢in | xn - a| :‘ % - O‘ < ¢ olur.

Yukaridaki 6rnege benzer olarak (xn) :(%) dizisinin de limitinin sifir oldugu

gosterilebilir. Fakat bu dizide sifira yaklagsma hiz1 daha yiiksektir. Ornegin,
(l) icin xs=0,2; x10 =0, 1 iken, (L) icin x5 =L =0, 03125,

n 2" 32

x10 = 0, 001 olur.

(xn) = ((-1)) dizisi ise raksaktir. Ciinkii n nin tek veya ¢ift olmasina bagl olarak
n biytidiikge x, hem -1 hem de 1 degerleri almaya devam eder. Yani tek indisli
terimler 1 e, ciftindisli terimler-1 e yaklasmaz. Dolayisiylane-1ne de 1limit olmadi-
&1 gibi bagka bir say1 da bu dizinin limiti olamaz.

ACIKOGRETIM FAKULTESI




184

DIZILER VE SERILER

Bu kitabin amaci disindaki yontemlerle (xn) :((1 +%)n) dizisinin yakinsak oldu-
gunuispatlamak miimkiindiir. Bu dizinin limitine, 1. ve 5. linitelerde de s6ziinii etti-

gimiz e sayis1 denir:

lim (1 +%)n =e.

n— oo

1) (xn) =(ni‘ ) dizisinin limitinin 1 olduunu gsteriniz.

—_

—_

-1)“
n

2) (xn) :( ) dizisinin limitinin 0 oldufunu gsteriniz.

Dizilerin yakinsak oldugunu tanimdan hareketle gostermek zor olabilir. Bu du-
rumlarda asagidaki 6nermeler yararli olabilir.

1) (xn) dizisi yakinsak ise limiti tektir.

2) (xn) dizisi yakinsak ise sinirlidir, yani 6yle bir M sayis1 vardir ki tiim n ler
igin Ix,| <M saglanur.

3) (xn) ve (yn) yakinsak dizileri verildiginde eger her n i¢in x, < y, ise o za-
man
lim xp< lim yq
n— o n— o

dir.

4) (xp) ve (yn) yakinsak dizileri verildiginde x,* yn, Xn.yndizileri de yakin-
saktir ve
lim (xn £yn) = lim xn + lim yx

n— o

e, (xn - yo) = i, Xa - i, ya

dir. Son esitlikte y,= c sabit dizisini alirsak, o zaman
r!i_r)nm(cn) = c}l_»m°° (xn) esitligi cikar. Bagka deyigle sabiti limit igareti disina

cikarmak miimkiindiir.

Xn

5) (xn) ve (y,) yakinsak ve lim yj, = 0 ise o zaman(
n — © yn

)dizisi de yakinsaktir

ve

lim xn
lim Xn =172
"T®Yn  lim ya

n— o
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6) (xn), (yn) ve (z,) dizileri verilsin ve her n i¢in z,< x, <y, esitsizligi sag-
lanmis olsun. Eger (yn) ve (zn) dizileri ayni limite yakinsar ise (xn) dizisi
de yakinsaktir ve

lim xn=lim yn=lim z,
n— © n— o

n— o
dir.

Bu 6nermeler tanimdan yararlanarak ispatlanabilir, fakat ispatlar tizerinde dur-

mayacagiz.

N 2
Ornek:1) lim 2n°+3n-1 2) lim ( Vn? +1- n)
T -n+2 nee

limitlerini hesaplayiniz.

Céziim: 1) 2n° +3n-1 kesrinde pay ve payday1 n? ile bolersek
n’-n+2

N

+
[e8]
1

2n° +3n-1_

2

1

nop olur. O zamar
n-n+2 1.1 42
n n2

lim 1=1, lim 2=2, lim 3=3.1im 1 =3.0=0, lim L= lim L. lim 1 =0.0
n— o n—x n—>00n n—>00n n—)ocnz n—)oon n—)oon
lim 1 =0, lim 2 =2.1im L =0
nemn nﬁoonz nemnz
olduklarindan

. 243 .1 hm,2+§-lj
lim 20 +3n-1_ Jim 2 "7 0 ) _240-0-2 pylunur.

n— o

n
-n+2 "7%1.1 42 im(1-1+2) 1-0+0
n n

2) (V n+1- n) ifadesini (\/ n+1+ n) ile carpip bolersek

2l- :(Vn2+1_n)(\/n2+1+n):(m)z_nz
B P N (A

—_

_ m+1-nt _

= 1
(Ve +1+10 V2+1+n

olur. Vr® +1>n oldugunda 1 1
Vm®+1+n 20
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olur. Dolayistyla Y +1-n=— 1 1
/2 +1+n 20
elde edilir.
0<Vm+1-n<l,

2n

lim Zi =0 oldugundan yukaridaki 6). nermeye gore
n—®5.

Tim (Vr?+1-1) =0

olur.

Not: Iraksak oldugu halde limitinden s6z etmenin yararl oldugu diziler vardir.
(xn) dizisi verilsin. Eger yeterli derecede biiyiik her M > 0 i¢in bir ny dogal
sayisl varsa ve n > ng esitsizligini saglayan tiim n ler icin x, > M oluyorsa, o za-

man (x,) dizisinin limiti sonsuzdur denir ve
lim x, =% veya x,—>o©
n — ©

seklinde gosterilir. Eger (-x,) dizisinin limiti e ise (xy) dizisinin limiti - co dur denir
ve lim x, =-o gibi gosterilir.
Ornegin, (vn), (@) , (L'n) dizilerinin limiti % dur.

n 10

Yukaridaki dizilerin limitinin % oldugunu gosteriniz.

3. Seriler

Bir (x,) dizisi verilsin. Bu dizinin ilk n tane teriminin toplami olan xj + Xz + ... + Xn
ifadesi sembolik olarak Z xx gibi yazilir. Buradaki Y, (sigma) harfi bu tiir top-
lamlar kisa olarak yazmak 1(;1n kullanilir. k ya toplama indisi denir ve k indisi yerine

bagka indisin kullanilmasi sonucu etkilemez. Ornegin,

1000 1000 1000
1+2+3+.. +999+1000_21< Zm Zn
m=1
1.1 1.1 < 1 > 1 _ 501
I+2+2 4+ 4+ + 12 =) 2 = =
2 3 49 50 kglk 1:211 1

yazilabilir. ) isareti matematikde ¢ok kullanislhidir ve gok zaman uzunifadelerin ya-
zilimini kisaltmaya imkan verir.
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Simdi (x,) dizisinin sonlu tane elemanini degil de tiim elemanlarini "toplayalim".

X1 +Xo+ ...+ Xp+ .o

o
sonsuz "toplamina" seri denir. Sigma gosterimi yardimiile buseri Y xn gibi
=1

n=
gosterilir. $imdi sonsuz sayida gercgel sayinin toplamina anlam kazandirmak igin

)

Y xn serisinden yeni (s,) dizisini elde edelim:
n=1

S1=X1, S2=X1+X2, S3=X1+X2+X3, .., Sp=X1+Xo+ ... + Xy , ...

o]
Eger (sn) dizisi yakinsak olup limiti aise Y x» serisine yakinsak seri denir ve
n=1

0

Y xn=a gibiyazilir. a sayisina serinin toplami da denilir.
n=1

o0
Eger (sn) dizisi iraksak ise > xn serisine 1raksak seri denir.
n=1

X1, Xz, ... saylilarina serinin terimleri, x,ye genel terimi, (s,) dizisine serinin kis-
mi toplamlar dizisi denir.

Gortildiigi gibi sonsuz sayida gergel sayinin "toplam1”, sonlu sayidakilerin toplam-
larinin bir limiti olarak tanimlanmaktadr.

ee]
Eger (sp) dizisinin limiti e ise 2 xn serisi iraksak olmasina ragmen 2 Xp =

yazilimi kullanilir. n=1 n=1

Ornek: x, :(l)n geometrik dizideneldeedilen, ) (%)n serisinin yakinsak ol-
3

n=1

dugunu gosteriniz.
Coziim: Bu serinin kismi toplamlar dizisini gorelim:
si=L, =1+l =14l 41,
3 3 32 3n
Sn toplaminin
1
3

ifadesine esit oldugu gosterilebilir. Dolayisiyla

)

—_
—
W =

1,
3 1

olur.
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Jim (7)11 =0 oldugu da kolayca gosterilebilir. Buna gore,

lim sn = lim lp-(lﬂ 21{1- lim (1” ~1(1-0)=1,
s T | ) [Tl TR [ 2

(sn) dizisi yakinsak oldugundan verilen seri yakinsaktir ve toplami 1 gir:

S 1)“ _1
ngl (3 2
a ve q gercel sayilar ve q = 1 olmak iizere

a+aq+aq2+...+aq‘"1=a(11_qn)
-q

oldugunu gosteriniz.

oo

q gercel sayis1 0<q<1 kosulunu saglasin. O zaman Z q geometrik serisinin
n=1

1
-q

yakinsak ve toplaminin 1 oldugunu gosteriniz.

. SE|
Ornek: ngl n(n N l) serisinin yakinsak olup olmadigin arastiriniz.

-1
Coziim: *» _n(n +1) oldugundan kismi toplamlar asagidaki gibidir.

S1 = 1 , S2 = 1 + 1 , S3 = 1 +L+L,..‘,
1.2 1.2 2.3 1.2 2.3 3.4

1 1.1
1.2 2
1 1.1
2.3 2 3
1 1.1
3.4 3 4

1 1. 1
nn+1) N n+1
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esitliklerini taraf tarafa toplarsak,

I 1 41 4 4+ 1

:@-ly%l-ly%l-ly+”.+GJ4J;J:1- 1
1.2 2.3 3.4 n(n+1) 2/ \2 3/ 3 4 n on+1 n+1

elde edilir. Dolayisiyla s,=1-—1_ dir ve
n+1

=1-0=1olur.

lim sp=1lim (1 - 1
S T

Buna gore, seri yakinsak olup toplami 1 dir.

S S RS +...=1
1.2 2.3 n(n+1)

Onerme: Eger >

Xn serisi yakinsak ise lim xn =0 dir.
n= 1 n—

Ispat: Kismi toplamlar igin
Sp-1=X1+Xo+ .o ¥ Xpn1, Sn=X1+Xp+ ...+ Xn1+ Xn

yazilabilir. Buradan X, = sy, - Sp.1 olur. Seri yakinsak oldugundan (s,) ve (sp.1) di-
zileri serinin toplami olan ayn1 a sayisina yakinsarlar. Buna gore,

lim xp=lim (sp-Sn-1)=lim sy- lim sp.1=a-a=0.
e M T n=e M S

Yukarida yakinsak olduklarini gosterdigimiz ., (%) ve Y 1
n=1

serilerinde genel terimler x, :(l)n ve xqg=_ 1 dir. ((l)n ve 1
3 n(n + 1) 3

dizilerinin limitlerinin sifir oldugunu gormek zor degildir.

Yukaridaki 6nermeye gére Jim_xn = 0 kosulu i“ Xn serisinin yakinsaklig icin
n=1

gerekli kosuldur. Yani bu kosul saglanmiyorsa seri kesin olarak iraksaktir. Ancak

bu kosul yeterli olmayabilir: Genel terimi sifira yaklasan seri iraksak olabilir. Bunu

asagidaki ornekte gorebiliriz.
Ornek: Harmonik seri denilen

s 1_1+ TR
ngll‘l n

N |

serisinin 1raksak oldugunu gosteriniz.
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Coziim:Oncehern€EMNigin  — 1+ 1 4 4+ 151 oldugunukolayca gorebi-
n+l n+2 2n 2

liriz. (bununigin ~1 1 Kkesirlerinin yerine onlardan kiigiik 1. kesrini

n+l n+2 2n

yazmak yeterlidir) Buna gore s, kismi toplamlari i¢in asagidakileri yazabiliriz.

o=1+1>1
2 2

522=S4=82+l-i-l>l l=2.l
3 4 2 2 2

M_WJ

sp=sg=sg+1+L41 41 51131
6 7 8 2 2 2

- J

X

Sp4 =S16 =S8 +14 14 415314141
16 2 2 2

M—Y—_/

sk>k1
S

dir.

Buradan lim syk=o0 olur.(sn) pozitif terimli dizinin (s,¥ alt dizisinin limiti o

o]

- 1

9] = 0 9] = .o .

oldugundan Jim_sn oldugu sonucuna varityoruz. O zaman 21 n serisi
n=

1_
iraksak olup < n  dur

Sonugta rlij)nwl=0 olmasina ragmen Y L serisi raksaktir.
n

n n=1

Not: 1) Seride toplama indisinin 1 den baglamast mecburi degildir. Ornegin, ayn

o0 o0

1 . 1 i -
I serisi kg‘o 1 mgz o1 gibi de yazilabilir.

M 8

n=1

2) Her gergel a sayisinin a= ¢y, ¢; ¢ ... gibi devirli veya devirsiz sonsuz ondalik
kesirle yaziliminin miimkiin oldugunu biliyoruz. Bu yazilim aslinda bir seriden

bagka bir sey degildir:
a=q,cqc...=%0 +a 4@ 4
10° 10" 10
Ornegin, £=03333..=3 +3 +3 + 43 4
3 10 10> 10° 10"

dir.
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Asagidaki serilerin toplamlarini bulunuz:

Y n§1 (l)n 2) i 1

no1 n(n+5)

Cevaplariniz 1 ve 137 olmahdir.
4

Ornek: 1000 litrelik bir su deposu, 6nce 1 litre, sonra 1 litre, ..., 1 litre, .. . su
n

alinarak bosaltilabilir mi? 2

Coziim: Bosaltilan su miktar1

1+l4+ly 41y - S
2 3 n 2

n=1

5=

litredir. Bu serinin toplami % oldugundan depo sonlu adimda bosaltilabilir.

Ornek: 30litrelik birsu deposu, 6nce 30 litre, sonra 372 litre, ..., 30 litre, .. .su
n
alinarak bosaltilabilir mi? 2 2

Coziim: Bosaltilan su miktar1

$+@+,_,+@+ e =
2 22 2" n

M8
N (8

1

litredir. Bu serinin toplami

i 30 _ 30 i 1 _30.1=30
n=1 2n n=1 2n

oldugundan, depo, bu yolla, sonlu adimda fiilen bosaltilamaz.

i ln(l +l) serisinin 1raksak oldugunu gosteriniz.
n=1 n

4. Pozitif Terimli Serilerin Yakinsakligi

Bir serinin yakinsakliginin aragtirilmasi ile serinin yakinsak olmasi halinde topla-
minin bulunmasi seri konusunun énemli iki problemidir. Serilerin yakinsakligin
arastirmak igin cesitli testler vardir. Biz bu kesimde pozitif terimli serilerin yakin-
sakligini arastirmada kullanilian baz1 testleri ele alacagiz.

oo
> xn serisi verilsin. Eger her n igin x,> 0 ise bu seriye pozitif terimli seri denir.
n=1
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Pozitif terimli bir serinin yakinsaklig1 veyairaksakligini bu seriyi, yakinsakligi veya
raksaklig1 bilinen baska seri ile karsilagtirarak séylemek miimkiin olur.

Kargilastirma testleri
Z Xn Ve Z yn pozitif terimli serileri verilsin.
n=1 n=1

1) Oyle bir ng € IN bulunsun ki n > ng degerleri icin x, < y, esitsizligi sag-
lanmis olsun. O zaman:

oo

e Y ¥nserisi yakinsak ise Y. xn de yakinsaktir.
n=1

n=1

oo oo
e ) Xnserisiiraksakise Y ¥n deraksaktr.
n=1 n=1

2) Eger nll_l}}nﬁ limiti mevcut olup pozitif bir say1ya esitse, 0 zaman bu iki seri

ayn1 zamanda yakinsak veya iraksaktir.
.. - 1 - 1
Ornek: - ve =

meke 20 Y 2

serilerinin yakinsak olup olmadigini arastiriniz.

1 _ 1 1 5
Coziim: 1 1 ns i oldugundan
Xn =", Yn :% alirsak xn <yn olur.
n on-
i 1 _ il ( 1 )n -1
£§12n 1 ;gl 2
geometrik serisi yakinsak oldugundan, karsilagtirma testine gore, > % serisi
-1 n!
yakinsaktir. "
1.1
2) n vn

esitsizligi her n € IN i¢in dogru ve ¥ 1 harmonik serisi iraksak oldugundan
n=10

karsilastirma testine goére Y 1 gerisi de 1raksaktir.

n:lvﬁ
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Ornek: i#zl I T D
n=12n-1 3 5 2n-1

serisinin 1raksak oldugunu gosteriniz.

Coziim: Bu seriyi iraksak )’ 1 serisiile kargilagtiralim. Xxn = 1 1’ Yn —111
n=1 n -
olmak {tizere,
lim X = Ji ( 1 :l)=1i n__fm 1 -1 _15g
nT®Yn "T*\2n-1 N/ "T®2pn-1 "7T*2-1/n 2-0 2
dir. Bu durumda 2). kargilastirma testine gore S 1 serisi iraksakdr.
n=1 21’1 - 1
i 1 serisinin yakinsak oldugunu gosteriniz.
n=1(2n-1)2"

e<]
a €EIR" olmak iizere ¥ 1 serisi verilsin.
o
n=11

EgerO<ax<lise Y 1 serisi iraksaktir. o > 1 ise i 1 serisi yakinsaktr.

. w n=1n% n=1n%

Ornegin Y % serisinde o =2 > 1 oldugundan seri yakinsaktir. Buna karsilik,
n=11

serisinde =% <1 oldugundan bu seri iraksaktir.

=ik

1

oo}
Ornek: — 1 serisinin yakinsakligini arstiriniz.
n=1 w/fl(n +

Coziim: Bu serinin genel teriminin paydasimin derecesi 3 dir.
2

1 = 1 = 1 olduguna dikkat ediniz.
m(n+2 n'An+2 p¥2 420/

Bu seri ile i _ 1 serisini kargilagtiralim.2). kargilagtirma testini uygulayalim.

n=1 1’13/2

1
@wmz@wiz@w 1 _4q
" 1" n3/2(1 +2) " (1 +2)

n3/2 n n
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© ©

dir. Buna gére, 1 kansak oldugund (a=§>1), 1
1r una gore ngl n3/2 ya msak o ugun an 2 ngl Vﬁ(n+2

serisi

yakinsaktir.

Ornek: > 5 ﬁ; 5 serisinin yakinsakhigini aragtiralim.
n=14Nn+_

oo 1
2+%) ﬁ(2+%)

Coziim: Zrﬁl—?,: (
n

©

oldugundan bu seriyi . L gerisi ile karsilastiralim.

no1n

Vn
lim 2n+3 _ lij;m YN VN _ jjj;y N
n—e 1 =M +3 1 T 2n+3
Vn

=lim 1 -1 _1
17%5,.3 2+0 2
n

©

2). kargilagtirma testine gore, . w/lﬁ serisi iraksak oldugundan (01 =% < 1)

n=1
Vn
n=1 2I'l+3

©

serisi rraksaktir.

Cauchy testi

Y xn pozitif terimli serisi verilsin. Eger Jim, Vxn limiti varsa ve 1 den kiigiik-

n=1

se 0 zaman bu seri yakinsak, 1 den biiyiikse 1raksaktir.

D'Alambert oran testi

<)
Eger 3 xn pozitifterimliserisinde ,!l_rﬂonTH limiti varsave 1denkiiciikse
n=1 n

bu seri yakinsak, 1 den biiyiikse 1raksaktir.

Cauchy ve D'Alambert testleri verilen serileri geometrik serilerle karsilagtirmaya
dayanur.

Ornek: 1) i 1 2) i“ 3"
n=2

serilerinin yakinsakligini aragtiriniz.
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Coziim: 1) Vx, = “/(1 1n)n :ﬁ,
n

lim Vxn=lim -1 =0<1
noe " *lnn

oldugundan Cauchy testine gore seri yakinsaktur.

2 _ 3n ) _ 3n+1
) (n+1)! A (n+2!
lim Xntl = Jim P lim m =
n— ©

NS e e(n ) (n+)! 3" (n+2!

fim 23 3 gy
T (n+ ) (n+2) "T¥n+2

oldugundan seri yakinsaktir.

D % serisinin yakinsakligini arastiriniz.
=13
Cevabiniz "seri yakinsaktir” olmalryda.
Pozitif terimli seri ya yakinsaktir ya da toplami « dur. Tiim terimleri negatif

olan serilerin yakinsakligi ise pozitif terimli serilerin yakinsakliginin bir sonucu
olarak incelenebilir.

ise kok testi ve oran testi

Kl - . . . . x
Pozitif terimli serilerde lim Vxn=1 veya lim *n+1

ile karar verilemez. Bagka testleri denemek gerekir.

5. Alterne Seriler ve Mutlak Yakinsaklik

Her n € 1IN icin x, >0 olmak tizere,

X1-X2 +X3-X4 + ... +(-1)n+1 Xnt..= i ('1)n+1 Xn
n=1

seklindeki bir seriye alterne seri denir. Ornegin,

1- Ly ()L

n

+

N |
W =
N

1- L4l 14 (Ll
V2 V3 V4 Vn

serileri alterne serilerdir. Bu tiir serilerin yakinsakligiicin Leibniz kurali gecerlidir.

RAN
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Leibniz Kural1

el
.. +1 . . < .
Xn > 0 olmak iizere (-1)""" xa alterne serisinde, eger lim xn=0 ve her
n—
n=1

n €IN igin Xpi1 < Xn iSe 0 zaman bu alterne serisi yakinsaktir.

Ornegin, yukarida 6rnek olarak verdigimiz her iki alterne seri bu kurala gore ya-
kinsaktirlar. Clinkii

lim 1 =0 , lim L =0 , 1 1 e 1 1
"TEns D eSEms D Tnel 0 fnel

dir.

(_1)n+ 1

Omek: 1) Y (—1)“”1“T+2 2y |
n=1 nn

n=1
alterne serilerinin yakinsak olup olmadigini arastirmiz.

Coziim: 1) Serinin genel terimi olan ((—1)n+1 HTJFZ) dizisinin limiti yoktur.

Ciinkii tek indisli terimler 1 e yakinsarken ¢ift indisli terimler -1 e yakinsarlar.
Serinin genel terimi sifira yakinsamadigindan seri iraksaktir.

2) lim-1 =0 ve 1 1
17 %Inn In(n+1) Inn

oldugundan Leibniz Kuralina gére seri yakinsaktur.

o0
X1 +xz+...+xn+...=z Xn
n=1

serisi verilsin. (Bu serinin terimleri hem pozitif, hem de negatif olabilir). Eger te-
rimlerin mutlak degerlerinden olusan

0
x| x|+ xa = Y | X
n=1

oo
serisi yakinsak ise Y xn serisine mutlak yakinsak seri denir.
n=1

Eger > xn serisi yakinsak fakat mutlak yakinsak degilse bu seriye kosullu

n=1
(sartl1) yakinsak seri denir.

oo

Onerme: Eger > Xn serisi mutlak yakinsak ise yakinsaktir.
n=1
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. (_1)n+1
Omek: 1) 1 .14,1 1, 4
3 9 27 81 3"

serisi mutlak yakinsaktir. Ciinkii mutlak degerlerden olusan

+ ..

1,141 4 41 4
3 9 27 3"

serisi yakinsaktir.

2) 1-141.1 +...+('1)n+1

Ayl + ..
2 3 4 n

serisi mutlak yakinsak degil fakat kosullu yakinsaktir. Ciinkii serinin kendisi ya-
kinsak iken terimlerin mutlak degerlerinden olusan seri, harmonik seri olup irak-
saktir.

Degerlendirme Sorulari

1.

o

7

i,% ,% , ... dizisinin genel terimi asagidakilerden hangisidir?
A n-1

B. n+2

4n-(-1)"

limiti agagidakilerden hangisidir?
2n+3
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4. asabitinin hangi degerinde (M) dizisi yakinsaktir?
n

= >
N = =

ZE~e
N = O

5. Asagidaki dizilerden hangisi yakinsaktir?

A. (M)

] ((_1)3n+ 1)

B
C. ((-1)“r1)

b ((-1)“n+1
' n+3

E. (n+(-1)"n)

6. Ilk terimi 5, ortak farki (-3) olan bir aritmetik dizinin ilk dort teriminin top-
lam1 kagtir?

mUN® e
= W N = O

7. 1lk terimi 1, ortak garpami 3 olan bir geometrik dizinin ilk 10 teriminin top-
lam1 kagtir?

. 29524
31086
33414
. 36213
41476

HONZ »

8. Ilk terimi 1, olan bir geometrik dizinin 11. terimi 1024 olduguna gore, dizi-
nin ortak garpani kagtir?

2
4
8
12
16

mONw
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9. Bir (xy) dizisi yakinsak ise asagidaki dizilerden hangisi yakinsak olmayabilir?

A. (3xn)
B. (x%)
c (L
Xn
D. (- Xn )
X2+ 1
E. ( 2Xn - XI%)
10. ¥ (é)n serisinin toplami kagtir?
n=3 7
A7
4
B. 27
28
C. 4
7
D. 27
196
.9
196

11. Asagidakilerden hangileri her zaman dogrudur?

i) Y xa yakinsakise lim xn=0dur.
n=1

i) lim xn=0 ise 21 xn yakinsaktir.
n=
iii) ¥ xn yakinsakise lim ¥x <1 dir.
n=1

iv) Mutlak yakinsak seri yakinsaktr.

o0
v) Y xn serisi yakinsak ise bu serinin kismi toplamlar dizisinin limiti

n=1

oo dur.
A. 1, 1ii, iii, iv, v
B. i, iv
C.iiv,v
D. i, iii

E. iii, iv, v
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2. 3

q" serisinin yakinsak oldugu q gergel sayilarinin en geniskiimesi
n=1

asagidakilerden hangisidir?

13. Asagidaki serilerden hangisi iraksaktir?

(-1)"

1 N

A.

M8

n

1

11’12

_1)“

1 1’12

jos]
M8

n

O
M8

n

D. < 3n+1
n-12n+42
E. < 4n +3
ngll’l3+1

14. Asagidaki serilerden hangisi kosullu yakinsaktir?

A < ('1)
n=1 I‘lz
B i (_1)nn
n:1n3+1
& ()"
C. n§1 -
D. i (-1)"n
n=1 5I‘1+1
B i (-1)"+1
n=1 Vn
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15. Y 1 serisinin toplamu agagidakilerden hangisidir?
n=1 n(n +

>

O N
N Wik = R N

Degerlendirme Sorularinin Yanitlari

1.D 2.B 3.C 4.C 5 A 6.C 7.A 8.A 9.C
11.B  12.D 13.D 14.C 15.B

10.D
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