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Amaclar

Bu tiniteyi ¢alistiktan sonra;
* {stel ve logaritmik fonksiyonlar1 taniyacak,
* (istel ve logaritmik fonksiyonlarin grafiklerini cizebilecek,

* {stel ve logaritmik fonksiyonlar yardimiyla ¢oziilebilen prob-
lemleri 6greneceksiniz.
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Calisma Onerileri

* Unite 1 de ele aldigimiz iislii sayilar ve logaritma ve {inite 3 de
aciklanan fonksiyon kavramlarini 6grendikten sonra bu iiniteyi
calisiniz

*  Yanmizda mutlaka hesap makinesi bulundurunuz




¢ Farkli tabanli iistel ve logaritmik fonksiyonlar yazip, bu fonksi-
yonlarin grafiklerini ¢izmeye ¢alisiniz.
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1. Giris
Ustel ve logaritmik fonksiyonlar cebirsel olmayan fonksiyonlardir. Bu fonksiyon-
larda bagimsiz degisken bir sayinin kuvvetinde veya bir tabana gore logaritma isa-

reti altinda olur. Bu tinitede bu fonksiyonlarin genel tanimlari, grafikleri ve bazi
ozellikleri verilmistir.

2. Ustel Fonksiyonlar

Birinci tinitede herhangi pozitif gercel a sayisinin rasyonel veya irrasyonel kuvvet-
lerini tanimlamistik. Buna gore a pozitif gercel say1 ve a = 1 olmak tizere

f:IR = IR, f(x) = a*
fonksiyonundan sozetmek miimkiindiir. Bu tiir fonksiyonlara (genel) iistel fonksi-
yonlar denir. Burada a = 1 aliyoruz, ¢linkii a = 1 ise her x i¢in 1¥ = 1 oldugundan

iistel fonksiyon sabit fonksiyona dontistir.

f(x) = a* fonksiyonunun tarum kiimesi gergel sayilar kiimesidir. a y1 degistirerek
farkl iistel fonksiyonlar elde ederiz. Ornegin,

fx)=2", gx)=3" , h(x)=(/5)" ,

kKe=(3]", 1001, peoo{L], a0 2]

2 3 50 3
fonksiyonlari birer tistel fonksiyonlardir.

Ornek f(x) =2* fonksiyonu icin f(0), f(1), f(3), f(%), f(—

gerlerini bulunuz.

Bilesik faiz, niifus artmasi, radioaktiv maddenin kiitlesinin zamana bagimlilig vb.
problemler {istel fonksiyonlarla ifade edilir.
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Ustel fonksiyonlarin grafikleri hakkinda bir fikir sahibi olmak igin f(x) = 3* ve

f(x) = (%)X tistel fonksiyonlarinin grafiklerini degerler tablosu olusturarak ¢izelim.

21 1
= 033; 32= =058; 3'=1; 32=vV3=173;

1
V3

oldugundan tablo ve grafik asagidaki gibidir:

X ‘ 2 1 1/2 0 1/2 1 2
y=f(x)=3%| 0,11 0,33 0,58 1 1,73 3 9
4\
y y= 3

v

1 1
2 1 > 0
(l) _3?_9; (l) _3; (l)zzﬁ_ 173; (1) ~1; (l)2=iso,58;
3 3 3 3/ 3
(l)ls 033; (1 =1=omu
3/ 9
oldugundan tablo ve grafik asagidaki gibi olur:
X ‘ -2 -1 -1/2 0 1/2 1 2
]
9 3 1,73 1 0,58 0,33 0,11
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Sekil 5.2

Sekillerden de goriildiigii gibi bu grafiklerin birisi, digerinin y-eksenine gore simet-

rigidir. Bunun sebebini, (l)x =3 gibi yazdigimizda daha iyi anlayabiliriz.
3

a>1igin f(x) = a* in grafigi f(x) = 3* fonksiyonunun grafigine,

0 <a<1ligin f(x) = a* in grafigiise, f(x) = (l)x fonksiyonunun grafigine benzerdir.
3

y=a
_ax
y=a O<a<1

a>1

/

/

Sekil 5.3 Sekil 5.4

Goriildiigii gibihem a>1 ve hemde 0<a<1 igin y=a* fonksiyonun grafiginin
asimptotu vardir. Bu asimptot x-eksenidir.

Simdi tistel fonksiyonlarin bazi 6zelliklerini verelim:
1). a> 0 oldugundan, her x icin a*> 0 olur. Dolayisiyla iistel fonksiyon daima

pozitif degerler alir. Geometrik olarak bu, iistel fonksiyonun grafiginin her za-
man x-ekseni iizerinde oldugunu ifade eder.
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2). a’ = 1 oldugundan iistel fonksiyon grafigi y-eksenini daima (0, 1) nokta-
sinda keser.

3). a¥1=2a" ise x; = x; oldugundan dolay1 f(x) = a* fonksiyonu bire-bir
fonksiyondur. Geometrik olarak bu onun ifadesidirki x-eksenine paralel
her bir dogru, y = a* fonksiyonunun grafigini en fazla bir noktada keser.

4). xqve xp sayilari x; <X, kogulunu saglasin. O zaman eger a >1 ise a* < a*2
saglanir, eger 0 <a<1isea™ >a* saglanir.

Xp - Xq . ax]

Ispat: a>1 olsun. Kuvvetlerin ozelliklerine gore a* = a®2-*1+*) = a
yazariz. xj <xp oldugundan x; - x; > 0 olur. Birden biiyiik saymun pozitif kuvveti
de birden biiyiik oldugundan a*-*1>1 olur ve dolaywisiyla a®2=a*"".a"

>1.a1=a" vea®2>a" elde edilir.
Benzer yolla 0 < a <1 iken a™ > a2 oldugu ispatlanur.

5). a>1olsun. Eger x<0ise 0<a*<1,egerx>0isea*>1olur.
Bu 6zellik 4). 6zellikten gikar. x < 0ise a*<a’ vea’ =1 oldugundan a*<1
eldeedilir. Eger x>0 ise bu esitligi 0 < x gibi yazarak yine 4). 6zellige gore a’ <ax
veya 1< a* elde edilir.

6). 0 <a<1 olsun. Bu durumda eger x <0ise ax>1, eferx>0ise 0 <a*<1
saglanir.

y =f(x) fonksiyonu verilsin. Eger x; < X, kosulunu saglayan tim x; ve X
icin f(x1) < f(xo) esitsizligi saglaniyorsa bu fonksiyona monoton artan fonksiyon,
eger f(xq) <f(xp) ise bu fonksiyona kesin artan fonksiyon denir.

Eger x; < X, kosulunu saglayan tiim x; ve X, ler igin f(x1) = f(x,) ise bu fonksiyo-
na monoton azalan fonksiyon, eger f(x;) > f(x,) ise bu fonksiyona kesin azalan
fonksiyon denir.

O zaman 4). dzellige gore asagidakileri sdyleyebiliriz:

Eger a > 1 ise f(x) = a* fonksiyonu kesin artandur.

Eger 0 < a < 1ise f(x) = a* fonksiyonu kesin azalandur.

Ornek: f(x) = 31 fonksiyonunun grafigini ¢iziniz.

Coziim: Bu grafik bir kag yolla gizilebilir. Ornegin, y=3* in grafigini 1 birim sola
kaydirmakla y =3*1 in grafigi elde edilebilir. Ustlerin 6zelliklerinden yararla-
narak bu grafigi bagka yolla da elde edebiliriz. 3**1 =3x.31=3.3% oldugundan

y = 3* fonksiyonunun grafigi {izerindeki tiim noktalarin ordinatlarri 3 ile
carparsak y = 3**! in grafigini elde ederiz.
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y= 3x+1

Sekil 5.5

Ornek: y =2 - 3* fonksiyonunun grafigini giziniz.

Coziim: y = 3% in grafiginin x-eksenine gore simetrigini alirsak, y = - 3% fonksi-
yonunun grafigini elde ederiz, sonra bu grafigi 2 birim yukar1 kaydirirsak y =2 - 3%

fonksiyonunun grafigini elde ederiz.

—

-
[(e]
w
N
v

Sekil 5.6
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3. e* Fonksiyonu

Hesap makinesi yardimiile n dogal say1 olmak tizere, (1 +l)n sayisin gittikge
n
biiytiyen n ler i¢in hesaplarsak bu degerlerin n arttikca belli bir degere "istenildigi

kadar yakin olabilecegini" gorebiliriz. Ornegin,

2 3 5 10
(1 +l) —225 (1 +l) ~-2370... (1 +l) —2488.., (1 +L) ~ 2594,
2 3 5 10

12 20 100
(1 +L) ~2613..., (1 +L) ~2653.., (1 +L) ~2705...,
12 20

1 365 1 1000 1 8760
(1+ ) =2,714... (1+1000) =2,717..., (1+8760) =2718126...,

365
10000 100000
(1 L1 ) —2,718145..., (1 b1 ) =2,718268...
10000 100000

n yi artirdik¢a bu degerlerin istenildigi kadar yakin oldugu say1iya e sayis1 denil-
mektedir. e sayistirrasyonel say1olup, yaklasik degeri e=2,71828182845904... dir.

e nin daha kesin tanimi limit kavramu ile verilir ve bu sayinin irrasyonel oldugu is-
patlanir. e sayisinin matematikte ¢ok énemli yeri vardir.

Eger tistel fonksiyonun taniminda a = e alirsak f(x) = e fonksiyonu elde edilir.
Bu fonksiyona eksponansiyel fonksiyon da denir. Genellikle iistel fonksiyon de-
nilip taban belirtilmezse e* fonksiyonu anlasilir.

Herhangi bir x € IR igin eX degeri giiniimiizde hesap makineleri yardimu ile bu-
lunabilir.

y =e* vey =e™ fonksiyonlarinin grafikleri agsagidaki gibidir.

Sekil 5.7 Sekil 5.8
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Ornek: Bir sehrin niifusu yaklagik olarak N(t) = 350 000. €204 (+1980) formulii ile veril-
mistir. Burada t degiskeni y1l1 gostermektedir. 2000 ve 2010 yillarinda niifusun yak-
lasik olarak ne kadar olacagini hesaplayiniz.

Coziim: t=2000 yazarsak

N(2000) = 350 000 . e04-2000-1980) = 350 000 . €%0420 =350 000 . e%8 = 350 000 . 2,225...
=778939 ,

t = 2010 yazarsak
N(2010) = 350 000 . e®04- (2010-1980) = 350 000 . e = 350 000 . 3,320... = 1162041

buluruz.

4. Logaritmik Fonksiyonlar

1. initede a ve b pozitif gercel sayilar ve a=1 olmak iizere log,b ("a tabanina gére b
nin logaritmasi") sayisin1 tanimlamigtik. Hatirlayalim ki log,b 6yle bir ¢ sayisina
esittir ki a kuvveti b ye esit olsun. Buradan al°8." = b esitligi elde edilmisti. log,b
nin tanimindab yerine x koyarsak f(x) =log.x fonksiyonunu elde ederiz. Bu fonksi-
yona a tabanli logaritmik fonksiyon denir. Logaritmik fonksiyonun tanim kii-
mesi tiim pozitif gercel sayilardir. Logaritmik fonksiyon y = a* {istel fonksiyonu-
nun ters fonksiyonu olarak da tanimlanabilir. Biz iistel fonksiyonun bire-bir oldu-
gunu yukarida soylemistik. Buna gore y = a* esitliginden x i bulursak x = lo-
gy elde ederiz. Ters fonksiyonun taniminda agikladigimiz gibi burada x yerine
y, v yerine x yazarsak y = a* in ters fonksiyonu olan y = log.x logaritmik fonksi-
yonunu elde ederiz.

Verilmis y = f(x) fonksiyonu ile onun ters fonksiyonu y = ! (x) in grafikleri, y = x

dogrusuna gore simetrik oldugundan y = log,x fonksiyonun grafigini elde etmek
i¢in, y = a* in grafiginin bu dogruya gore simetrigini almak gerekmektedir.

Ornek:y=logsx, y :log% x  fonksiyonlarinin grafiklerini ¢iziniz.

Coziim: Bu grafikler y3* ve y :(%)X fonksiyonlarmin grafiklerinin y = x

dogrusuna gore simetrigidirler.
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Sekil 5.9 Sekil 5.10

Sekillerinden de goriildiigi gibi eger a>1 ise log.x fonksiyonu kesin artan,
eger 0 <a<1 iselog.x fonksiyonu kesin azalandir. Her iki durumda da y-ekseni
asimptottur.

Ornek: f(x) = logzx ise f(2), f(%), f(é), f(\/f), f(SVT6) degerlerini bulunuz.

P 4
Coziim: f(2) = log,2=1, f(%) :logZ% =log, 2° = -llog,2 = -1,

1
f(i)zlo 1 _log 25= -5, f(V2)=log V2 =log. 2 =1
32 gz32 &2 (12) &2 &2 2

4
£(116) :10g23VT6 :logzsﬁ =log, 2 =§ )

Logaritmik fonksiyonun asagidaki 6zellikleri vardir.

1). y = a* fonksiyonu bire-bir oldugundan y = log, x logaritmik fonksiyonu
da birebirdir. Bagka deyisle eger log,x; =1log, x> ise 0 zaman x; = x, dir.

2). log,1=0, log,a=1.
3). log,(x1.x2) =log, x1 +1og. xz , x1>0, x>0).

4). logai—lzlogaxrlogaxz , (x1>0, x2>0).
2
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5. log,x*=rlog, x, burada x>0 ve r keyfi gercel sayilardir. Ozel olarak,

1
r=1 ve r=-1alirsak, x"="Vx, x! :% olduklanndan log, "x = %loga X,

=l

loga % =-loga x elde edilebilir.

6) a>1 icin f(x) =log,x fonksiyonu kesin artan,
0 <a<1 icin ise kesin azalan fonksiyondur.

Ispat

a>1 oldugunu varsayalim ve x; <X olsun. log, x; <log, X, oldugunu goster-
memiz gerekiyor. Olmayana ergi yontemini uygulayalim. Yani log, x; < log, x»
esitsizliginin saglanmadigini varsayalim. O zaman iki durum s6zkonusu olabilir:
loga x1 = log, X2 veya log, x1 >1loga, xo. Birinci durum igin log, x; = log, X, esitligin-
den x;=x, c¢ikar, buise x;<x, ile celisir. Eger ikinci durum sézkonusu
ise a>1 icin y=a* fonksiyonu kesin artan oldugundan log, x; >log, x, ise a
logax1 > g logax2 glmalidir. Ote yandan a 08X =x;, aloga%=x, oldugundan bura-
dan x; >x, elde ediyoruz. Bu ise yine x; < x; ile gelisiyor. Buna gére varsayimimiz
yanlistir ve X1 < Xp ise log, X1 <log, x; olmalidir.

Benzer yolla 0 < a <1 igin f(x) =log,x fonksiyonunun kesin azalan oldugu goste-
rilebilir.

7) a>1olsun. Bu durumda 0<x<1 degerleri i¢cin f(x) =log,x<0 ve x>1
degerleri i¢in f(x) = log, x > 0 olur. Eger 0 <a <1 ise, bu durumda 0<x <
1 degerleri i¢in f(x) = log, x > 0, ve x > 1 degerleri i¢in f(x) = log, x < 0 olur.

Bu ozelligin ispat1 6). 6zellikten gikar. Omegin 0 < a < 1 olsun. f(x) = log, x
fonksiyonu kesin azalan oldugundan x <1 ise f(x) >f(1) veya log, x >1log, 1
olmalidir. Buradan, log, 1=0 oldugundan log, x >0 elde edilir. Eger x > 1 ise
yine kesin azalanliktan log, x <log, 1 olup buradan da log, x < 0 elde edilir.

log, x ifadesinde a=e olursa loge x yerine Inx yazildigin ve bu loga-
ritmaya dogal logaritma denildigini biliyoruz. Buna gére y =log. x fonksi-
yonu y=Inx gibi yazilir. Bufonksiyon kesin artan olup, 0<x<1 iginnegatif,
x > 1 i¢in ise pozitif degerler alir.

Ornek: 1. y =Inx
2. y=In(x-2)+1 fonksiyonlarinin grafiklerini ¢iziniz.

Coziim : 1. y = In x fonksiyonunun grafigi, y = e* in grafiginin y = x dogrusuna
gore simetrigidir.
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b = ——

y = Inx
y = In (x-2)+1

Sekil 5.11 Sekil 5.12

2. Fonksiyonun tanim kiimesi x > 2 degerleridir. Eger y = In x in grafigini 2 birim
kadar saga ve 1 birim kadar yukari kaydirirsak y=1In(x-2)+1 ingrafigini elde ede-
riz.

Ornek: In3 = 1,0986 olduguna gore In(3%), ln(%) , In(e*) kactir?
e
Céziim : In(3e*) =1In3 + In(e) = In3 + 4 Ine = 1,0986 + 4.1 = 5, 0986 ,
In (%) —1n9 - In(e?) = In(3?) - Ine2 = 2 In3 - 2 Ine = 2. 1,0986 - 2.1 = 0,1972,

e

In(e*)=4Ilne=4.1=4 .

Ornek : 4% = 5 denklemini ¢oziiniiz.

Coziim : Logaritmanin tanimina gére, x =log 45 dir. Burada taban degistirme for-
miiliinden ve hesap makinesinden yararlanirsak

x=In5_160943
In4 138629

elde ederiz.
Ornek : 3% =52 denklemini ¢oziiniiz.

O6ziim : 52 =5% 52 =25 5% gibi yazilabildiginden denklemi 3* = 25 . 5% gibi
gib1y g g
yazariz. Buradan

3" _ o5, (i) =25, x-ogs 25
5 5 5

bulunur. Taban degistirme formiiltinden
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_tn2s _ (5% _ o5 _ 2.160943  _ 321886 _ 6301
In3 In3-In5 In3-In5 1,0986-1,60943 -0,51083 '
5
bulunur.

Ornek: 1. logs X=3 =1
2x +1

2. logx+ log (x-3)=1  denklemlerini ¢6ziinii

2x +1
x-3=2(2x+1
X-3=4x+2
4x -x=-3-2
3x=-5
X =-

w o

bulunur. Bulunan degerin denklemi sagladigini géormek zor degil. Denklemin ¢6-
zimii x =-5/3 diir.

2. Logaritmanin 6zelliklerinden
logx(x-3)=1 veya x(x-3)=10", x?>-3x-10=0,

sonuncu denklemi ¢6zersek, x; =-2, x, =5 bulunur. x = -2 degeri ¢dziim ola-
maz, ¢linkii bu degerde denklemin sol tarafindaki fonksiyonlar tanimsizdir. Buna
gore tek ¢oztim x =5 dir.

1. 2x=5
2. X =4x2
3. log,x +log, (x-6) =2 denklemlerini ¢dziiniiz.

2 log4

Cevaplariniz 1) logs5 2) =5
log4 - log3

3) 8 olmalidir
Ornek: (Bilesik faiz). A ana parast yillik ylizde p faizi tizerinden bankaya yatirilirsa,
n yil sonra bu paranin ulastig1 miktar

M= A (1+p)®

formdilii ile hesaplanir (Bu formiilii sizler de zorlanmadan ¢ikarabilirsiniz). A =50
milyon TL, yillik ytizde 70 faizle bankaya yatiriliyor.
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1. n=4yilsonrabu para hangi miktara ulagir?
2. Kag yil sonra bu para 1 milyar TL yi geger?

Coziim: 1. A=50.10° , n=4 , p=0,7 oldugundan
M =50.106 . (1+0,7)* = 50.100 . (1,7)* = 417.605.000 TL
bulunur.

2. Bankadaki paranin 1 milyar TL yi asmasi i¢in kag y1lin gecmesini bulmamiz ge-
rekmektedir. Yani n en az kag olmalidir ki 50.10° (1,7)™ sayist 10° sayisindan bii-
ytik olsun. Buna gore

50.10°. (1,7~ = 10°

denklemini n ye gére ¢ozelim.

3
anr =% 1,7)"=20,

_ log20  log2+log10 _ 0301+1 1,301
log (1,7) log17-1log 10 1,23-1 0,23

n =log1 720 = 556

oldugundan cevap olarak n =6 almamiz gerekiyor.

Degerlendirme Sorulari

1.

-

(x) = 3% icin f(x+2) - 6 f(x+1) + 9 f(x) =?
3X

- 3x

1

0

1/3

™o N >

2. fIR —=1R, f(x)= ln( L | fonksiyonunun goriintii kiimesi nedir?

1+x°

IR

[0, 1]

. (oo, 1]
. [-1,1]
(-, 0]

MON® >
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3. f(x)= (W/E)éx 2 fonksiyonunun f(x) =a* bi¢ciminde yazilim: agagidakiler-
den hangisidir?
A 2%

8x

64x

16*
4x

Mo Nw

4. f(x) =log (1 - 6x) +log (2x + 5) fonksiyonunun tanim kiimesi nedir?
-0, 1/6)

5/2,1/6)

5/2, )

IR

(0, )

- (
(
-

MON® >

5. f(x)=V-1-logx fonksiyonunun tanim kiimesi nedir
A. (0,1/10]
B. (-, 1/10)
C. (0, »)
D. [0,1/10)
E. IR

6. Yillik %80 bilesik faiz oraniyla bankaya yatirilan 50 milyon TL, 6 yil sonra
ka¢ TL olur?

0,5 milyar

1 milyar

1,5 milyar

1700 611 200

2 100 610 300

mONw

w
'

(\/E) " denkleminin ¢Oztim kiimesi nedir?

S —
*
%

Il

_= O
—_— =

[TJUOU:J ?N\»——\
L
n

_— - —— ——

8. 3*=7 "4 denkleminin ¢bztimii yaklasik olarak asagidakilerden hangisidir?
1,58
1,92
2,55
2,62
2,93

MO0 >
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9. logy (x% + 2) =1log, (-6x) - 1 denkleminin ¢6ziim kiimesi asagidakilerden han-

B
C
D.
E

10. Bir gehrin niifusu yaklasik olarak N(t) = 450 000 %025 (t-1990) formiilii ile ve-
rilmistir (burada t yil1 gostermektedir). Kag y1l sonra sehrin niifusu 1990 daki
niifusunun ti¢ katin1 geger?

A. 25

B. 30

C. 34

D. 38

E. 44

Degerlendirme Sorularinin Yanitlari
1.D 2.E 3.C 4.B 5. A 6.D 7.E 8.C 9.E 10. E
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