POLINOMLAR.

Polinomlarla ilgili Temel Kavramlar:

a0, a1, @, ....8n1, @ € R ve n e N olmak iizere, P(x) = ap X" + any X" + ... + a5 X + &

seklindeki ifadelere x degiskenine bagli, reel katsayili n’inci dereceden bir polinom denir.

o a X" ang X" . ax x", ..... , ayX, ag ifadelerinin her birine P(x) polinomunun terimleri
denir.
® an, A1, .oy Ak, ..., Qy, Ao reel sayilarina, polinomun terimlerinin katsayilari denir.

e P(x) polinomunda a,x" terimindeki en biiyiik n sayisina polinomun derecesi denir
ve[P(x)]=n seklinde gosterilir.
e Derecesi en biiyiik olan a,x" terimindeki an reel sayisina polinomun katsayisi, ag
sabitine ise polinomun sabit terimi denir.
e P(x) polinomu, terimlerin azalan derecelerine gore,
P(X) = ax" + anaX™™ + ... + a1x + ao seklinde veya P(x) polinomu terimlerin artan
derecelerine gore,
P(X) = ap + a1X + aX? + ... + ap.aX" + a,X" bigiminde siralanir.
e Katsayilar reel sayilardan olusan polinoma “Reel Katsayili Polinom” denir ve reel
katsayil1 polinomlar kiimesi Ry ile gosterilir.
Ornek:
P(x) = 2x%3" +x"2 + 4 ifadesinin bir polinom olmasi i¢in n € N kag¢ olmalidir?
Coziim:
5-3/n ifadesinin bir dogal say1 olmasi gerekir bunun icin n yerine verilecek saymin 3’{in
bolenleri olmalidir.
3’tin bolenleriisen=1,n=3,n=-1,n=-3 Ayrican-2 >0 den n > 2 olmas1 gerekir. O halde
bu iki sart1 da gercekleyen n = 3 sayisidir. Buna gore, P(x) polinomu
POX) = 2% + 32 + 4
P(x) = 2x* + x + 4 diir.
COK DEGISKENLIi POLINOM
P(x,y) = X?’y2 — 2 y3 + Xy + X —y + 1 seklindeki polinomlara x ve y degiskenlerine bagli reel
katsayil1 bir polinom denir.
Bu polinomlarin derecesi x ve y’nin dereceler toplaminin en biiyiigiidiir.
der P(x, y) = der P(x) + der P(y) dir.

Yukaridaki iki degiskenli polinomun derecesi ikinci terimdeki x ve y’nin dereceler toplamidir.



Der P(x,y) =4+ 3 =7dir.
Ornek:
P(x, y) = 2x%y* — 3x%y° + x%y*-y° + 1 polinomunun derecesi kactir?
Coziim:
2x%y* teriminin derecesi 2 + 4 =6
-3x%y® teriminin derecesi 3 + 5 =8
x?y? teriminin derecesi 2 + 3=5
-y® teriminin derecesi 5
Yukarida belirtilen en biiyiik dereceli terimin derecesi P(x, y) polinomunun derecesidir. O
halde, der P(x, y) = 8 dir.
Ornek:
P(X) = x> —3x? + 4x — 2 ise
P(2=?,P0)=?,P(1)="
Coziim:
P(2)=2°-32°+42-2

=8-12+8-2=2bulunur.
P(0)=0°-3.0°+4.0-2=-2 bulunur.
P(1)=1°-31°+41-2

=1-3+4-2=0bulunur.
SIFIR POLINOMU
P(X) = aX" + anax™t + ... + ax? + a1x + ap polinomunda,
an = a1 = .= a; = a = 0 ise; P(x) = Ox" + 0x™* + ... + 0x* + Ox + O polinomuna, sifir
polinomu denir.
Sifir polinomu, 0 ile gosterilir. Sifir polinomunun derecesi belirsizdir.
Ornek:
P(x) = (m + 3)x* + (n — 5) x + 1 polinomunun sifir polinomu olmast i¢in; m, n ve t reel

sayilarin belirtelim.

Coziim:
P(x) polinomunun sifir polinomu olmasi igin;
m+3=0, n-5=0, t=0;

m=-3, n=15, t=0 olmaldir.



SABIT POLINOM

P(X) = apX” + ana X" + ... + aiX + & polinomunda, a, = an1 = ... = a; = 0 ve ap = 0 ise; P(X)
polinomuna, sabit polinom denir.

OX" + Ox™™ + ... + Ox + ag sabit polinomu, ag ile gosterilir.

x° = 1 oldugundan; a, sabit polinomu, aox° bi¢iminde yazilabilir. Buna gdre, sabit polinomun
derecesi 0 dir.

Ornek:

P(x) = (a— 4)x* + bx + 7 polinomunun sabit polinom olmast i¢in, a ve b sayilarini belirtelim.
Coziim:

P(X) = A — 4)x* + bx + 7 polinomunun sabit polinom olmast i¢in, a — 4 = 0 ve b = 0 olmalidir.
Buna gore, a=4 ve b =0 dur.

IKi POLINOM ESITLIGI

Dereceleri ayni ve ayni dereceli terimlerinin kat sayilari esit olan iki polinoma esit
polinomlar denir.

n. dereceden,

AX) = X"+ ana X"+ L+ ax + aX + ag Ve

B(X) = bpX" + bp.ax™! + ... + bx? + bix + by polinomlari i¢in;

A(X) = B(X) < an = by, an-1 = bpg, ..., 82 = by, @1, a9 = b dir.

Ornek:

AX) =5% + (a+ 1x° +d,

B(x) = (b-1)x*—3x*— (2c—3) x + % polinomlart veriliyor. A(x) = B(x) olmasi i¢in; a, b, ¢

ve d yi bulalim.
Coziim:

AX) =5+ @+ 1)x* +d=5x"+ (a+ 1)x* +0x +d,

B(x)=(b—-1)x3 -3x2—(2c-3)x + % oldugundan;
A(X)=B(X) =>5=b-1,a+1=-3, 0=-(2c—3),d= %

b=6, a=-4, C:E, d:1 dir.
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POLINOM FONKSIYONLARI
P:R>R

X = P(X) = apX" + an.1X"* + ... + a1x + ap fonksiyonuna polinom fonksiyonu denir.



P:R—>R

X — P(x) =5x° + 2x* — 3x + 1 ifadesi polinom fonksiyonudur.
Ornek:

P(x) = x* + 2x + 1 polinomu i¢in P(X-1) polinomunu bulunuz.
Coziim:

l.Yol:

P(x-1)’i bulmak i¢in P(x)’de x yerine x-1’1 yazalim.
P(x-1) = (x-1)* + 2(x-1) + 1
=x?-2x+1+2x-2+1=%

P(x-1) = x? olarak bulunur.

1l.Yol:

Once P(x) = X2+2x+1= (X+1)2 olarak yazip x yerine x-1°1 yazalim.
P(x-1) = (x-1+1)% = x? bulunur,
Ornek:
P(x) polinomu i¢in,
P(x+2) = X2 —2x*+4 esitligi veriliyor. Buna gore P(x) polinomunu bulunuz.
Coziim:
P(x+2) = x* - 2x? + 4 esitliginde
H=x+2= h-2=x’iyerine yazalim.
Ph-2+2)= (h-2)°-2(h-2)*+4
P(hy=(h-2)%-2(h-2)*+4
P(x) = (x = 2)3 — 2(x — 2)* + 4 bulunur.
POLINOM KATSAYILAR TOPLAMI
P(X) = apXp + anaX™t+ L+ ax + ag polinomunda x = 1 yerine yazilirsa
P(1) =an+ans + ... + a; + 8y katsayilar toplam1 bulunur.
P(x) polinomunda x = 0 yerine yazilirsa sabit terimi bulunur.
Ornek:
P(x) = 2x* + 5x* — 3x* + x — 1 polinomunun katsayilar1 toplamin1 bulunuz.
Coziim:
P(x) de x =1 ‘i yerine yazalim.

P(1)=2.1*+51%-31%+1-1



=2+5-3+1-1=4 bulunur.
POLINOMLARDA iSLEMLER
1. Polinomlarda Toplama islemi:
A(X) = agx* + asx + ax? + aix + ag
B(X) = bax® + box? + byx + by
Polinomlar1 verilsin, bu iki polinomu toplarken ayni dereceli terimler kendi arasinda
toplanarak iki polinomun toplam1 elde edilir.
A(X)+B(X) =asx*+ (a3 +bs ) X3+ (a2 + by ) X* + (a1 + by ) x + a + by
Ornek:
P(x) = x> + 2x* — 3x + 1, Q(X) = 3x?* + V3 x + 4 polinomlarinin toplami olan polinomu
bulunuz.
Coziim:
P(x) + Q(x) = x>+ (2+3) x> + (-3) + V3) x + 1 + 4

= x>+ 5x? + (V3-3) x + 5 dir.

Buna gore iki polinomun toplami yine bir bagka polinom oldugundan polinomlar toplama
islemine gore kapalidir.

Polinomlarda Toplama Isleminin Ozellikleri:

1. Polinomlar kiimesi, toplama islemine gore kapalidir.

2. Polinomlar kiimesinde toplama isleminin degisme 6zelligi vardir.

3. Polinomlar kiimesinde toplama isleminin birlesme 6zelligi vardir.

4. Sifir polinomu, polinomlar kiimesinde toplama islemine gore birim elemanidir.
S. Her polinomun, toplama islemine gore tersi vardir.

2. Polinomlarda Cikarma islemi:
P(x) ve Q(x) polinomlari i¢in, P(x)— Q(X) = P(x) + (-Q(x)) tir.
P(X) — Q(x) polinomuna, P(x) polinomu ile Q(x) polinomunun farki denir.

Ornek:

A(X) =5x* + %x3—3x2+ %x+2ve

B(x) = - 5x* + gx3 +2x° + g polinomlar1 i¢in, A(x) — B(x) farkini1 bulalim.
Coziim:
B(x) = -5x" + gx3 +2x% + g ise, -B(x)=5x"- gx3 —2x2 - g dir.

A(X) = B(x) = A(x) + (-B(x))



= (5x* + Ex3—3x2+Zx+2)+(5x4-§x3—2x2-§)
2 3 2 2
1 3 7 5
=SGEHEX (- H (32X + — x+(2- =
(5+5) (2 2) (-3-2) 3 ( 2)

=10x* - x® - 5x° + Zx- 1 olur.
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Bu 6rnekte gorildiigii gibi, iki polinomun farki da bir polinomdur.
Her A(x) ve B(x) polinomlar i¢in, A(x) — B(x) ifadesi de polinom oldugundan; polinomlar
kiimesi, ¢ikarma islemine gore kapalidir.
3. Polinomlarda Carpma slemi:
A(X) ve b(x) gibi iki polinomun garpimi, A(x) ‘in her terimi B(x)’in her terimi ile ayr1 ayri
carpilarak bulunur.
anX" ile bx® teriminin ¢arpimi
anx" . bk = (a, . by) X" dir.
Yani (5x%) . (-2x*) = 5. (-2) x*** = -10x’
Bu carpmaya gore asagidaki esitligi yazabiliriz.
Der [A(X) . B(x) ] = der (A(x)) + der (B(x))
Ornek:
AX) =3x*+1, B(X)=x*+Xx
C(X) =x*—x + 1 polinomlar veriliyor.

a) AX).B(x)

b) B(x).C(x) ¢arpimlarini bulunuz.
Coziim:

a) AX).B(X) = B3x*+1).(x*+Xx)

= 3. X2+ 3 x+ X+ X

3x% +3x° + X% + X

b) B(X).C(x) = (xX*+X).(X*—x+1)
= XXX X+l +x. P —x.x+x.1
=X Hx -+ x+1
= x*+x+1 bulunur.
Polinomlarda Carpma Isleminin Ozellikleri:
1. Kapalilik (iki polinomun ¢arpimi yine bir polinomdur.

2. Degisme 6zelligi vardir.



Birlesme 6zelligi vardir.

Carpma isleminin birim (etkisiz) eleman1 P(x) = 1 sabit polinomudur.

Polinomlar kiimesinde ¢arpma islemine gore bazi polinomlarin tersi yoktur.

Yani P(x) = x? polinomunun tersi 1/x? ifadesi polinom degildir.

Polinomlar kiimesinde g¢arpma isleminin toplama islemi iizerine dagilma o6zelligi
vardir.

A(X) . (B(x) + C(x)) = A(x) . B(X) + A(X) . C(x)

Polinomlar Halkasi

Toplama ve ¢arpma isleminin dzelliklerinden goriildiigii gibi Ry polinomlar kiimesi;

1.
2.

3.

(R, 1) sistemi degismeli gruptur.
Rix kiimesi ¢arpma islemine gore kapali ve ¢arpma isleminin birlesme ozelligi
vardir.

Ry kiimesinde ¢arpma isleminin toplama islemi tizerinde dagilma 6zelligi vardir.

O halde (R, +, . ) sistemi bir halkadir. Buna polinomlar halkas1 denir.

4. Polinomlarda Bélme Islemi:

A(x) polinomunun B(x) polinomuna bolimii

A(X) B(x)

T(x)

R(X)

Burada A(x) = B(x) . T(x) + R(x) seklinde yazilir.

Bu bolme islemi yapilirken asagidaki hususlara dikkat edilmelidir:

1.
2.

Polinomlar azalan kuvvetlerine gore siralanmalidir.
Boliinen polinomun derecesi bolen polinomun derecesinden biiyiik olmalidir.

derB(x) < derA(x)

Kalanin derecesi bolenin derecesinden kiiciik olmalidir.

derR(x) < derB(x)

R(x) = 0 ise A(x) polinomu B(x) polinomuna tam béliiniiyor denir.

derA(x) = derB(x) + derT(x)



der@ = derA(x) — derB(x) dir.
B(x)
Ornek:
P(x) = x*-2x% + x 5 polinomunu

Q(x) = x* + 3x — 1 polinomuna bélelim.

X' 2x*+x+5 X2 +3x -1
4
X
X
2
X-3x+8
-3x3
+ x* + 33 £ 2 2 = -3x
8x3_
3 -2 +x+5 X )®

+3x° + 9x% +3x

8x*-2x+5

+ 8x% + 24x 8

-26x + 13

Bolim : x> — 3x + 8

Kalan :-26x + 13

Horner Metodu

Bolen, birinci dereceden ya da birinci dereceden polinomlarin ¢arpimindan olusuyorsa bu
metot uygulanabilir.

Ornek:

Px® + gx® + nx + s polinomunu (x — a) ¢ ya bolelim.

Coziim:

1. Boliinen polinomun katsayilar1 x’in azalan kuvvetlerine goére siralanir.

2. Boliimiin derecesi boliinenin derecesinden kiigiik olacagi i¢in boliimde x¥iin katsayisi
O olur.

3. p katsayis1 asagiya aynen yazilir.



4, a, p ile ¢arpilir, ¢’nun altina yazilarak toplanir. Ap + q olarak yazilir.

Bu isleme, kalan bulunana kadar devam edilir.

pC+axi+rx+s, x—a=0 ise x=a

Ornek:

P(x) = x* — x* + 3x + 4 polinomunun x — 2’ye béliindiigiinde bolim ve kalan1 horner metodu
yardimiyla bulunuz.

Coziim:

P(x)’in katsayilarini belirleyip tabloda gosterelim. Ayrica x -2 = 0 = x = 2 ‘yi yerine
yazalim.

Boliimiin Katsayilari Kalan

Bolimiin Katsayilart Kalan

Bélim B(x) =x® +x* + 2x + 7
Kalan R(x) = 18 bulunur.
Bolme Islemi Yapmadan Kalan Bulma

Bir P(x) Polinomunun ‘“x —a’ ile Boliinmesinde Elde Edilen Kalan

Bir P(x) polinomunun (x — a) ile boliinmesinden elde edilecek boliim Q(x) ve kalan k olsun.
(X — a) birinci dereceden oldugundan, kalan sabit bir sayidir. P(x) = (x —a) Q (x) + k esitligi
her x i¢in gegerlidir. Burada, x yerine a yazarsak P(a) = 0.Q(a) + k = P(a) = k bulunur.

Bir P(x) polinomunun (X — a) ile boliinmesinden elde edilen kalan P(x) ya esittir. O halde, bir
polinomun (X — a) ile béliinmesinden kalan1 bulmak igin (x —a = 0 = x = a olur.) polinomda
x yerine a degeri yazilir.

Ornek:

P(x) = x* — 3x + 21 polinomunun (x — 2) ile bsliinmesinden elde edilen kalani bulunuz.
Coziim:

X -2 =0 = x = 2 dir. Bulacagimiz kalan P(2) olacaktir. Oyleyse, P(2) =2% -3 .2 + 21 =19
olur.

Bir P(x) Polinomunun ‘“ax +b” ile Bolinmesinden Elde Edilen Kalan




Bolen birinci dereceden oldugundan kalan yine sabit olur. Bélen olarak (ax + b) polinomunu

alalim. Bu durumda P(x) = (ax +b) Q (x) + k yazilir.

Ax+b=0=x= —2 olur. Polinomda x yerine -b yazilirsa P(_—b) = k bulunur. O halde,
a a a

bir P(x) polinomunun (ax + b) ile boliinmesinden kalan1 bulmak i¢in polinomda x yerine _—b
a

yazilir.
Ornek:
P(x) = x* — 4x + 1 polinomunun 2x — 1 ile béliinmesinden kalani bulunuz.
Coziim:
P(%): %-4. %+1: %-2+1: _?7 olur.
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Bir P(x) Polinomunun “x>+a”, “x°>+a”, “x* +a” ile Béliinmesinden Elde Edilen Kalan

P(x) polinomunun x? + a ile bélinmesinden elde edilen kalam bulmak i¢in polinomda x*
yerine —a yazilir.

P(x) polinomunun x> + a ile bolinmesinden elde edilen kalan1 bulmak i¢in polinomda x°
yerine —a yazilir.

P(x) polinomunun x* + a ile bélinmesinden elde edilen kalan1 bulmak i¢in polinomda x*
yerine —a yazilir.

Ornek:

P(x) = x* — x* + x? + 7x —1 polinomunun, x? + 2 ile béliinmesinden kalani bulunuz.

Coziim:

Istenen kalam bulmak i¢in (x* + 2 = 0 = x? = -2) polinomda x? yerine —2 yazariz.

P(x) =x?*. x2—x?.x +x* + 7x— 1 olur.

Kalan: (-2) (-2) = (-2) . x -2+ 7x—-1=4+2x + 7x -3 =9x + 1 bulunur.

Bir Polinomun (x —a).(X —b) ile Boliinmesinden Elde Edilen Bolim ve Kalan

Bir P(x) polinomunun (x —a) . (X — b) ile béliinmesini Horner yontemi ile yapabiliriz. Verilen
P(x) polinomu 6nce (x — a) ile boliiniir, sonra elde edilen boliim (x — b) ile boliintir.

Ornek:

Bir P(x) polinomunun (x + 3).(x — 2) ile boliinmesinden kalani bulunuz.

Coziim:

(X + 3).(x — 2) polinomu 2. dereceden olduguna gore, kalan polinom en fazla 1. derecedendir.
Kalan polinom K(x) = ax + b bi¢cimindedir. Boliim 6zdesligi yazilirsa,

P(x) = (X + 3) (X — 2) B(x) + ax + b bi¢giminde olur.



P(-3) = -5 ve P(2) = 4 oldugu veriliyor.
P(-3)=(-3+3)(-3-2).B(-3)-3a+h = P(-3)=-3a+b
P2)=(2+3)(2-2).B(2)+2a+b = P(2)=2a+b olur.
-3a+bh=-5

2a+b =4

denklem sistemi ¢oziiliirse, a = % veb= é olur. Buradan, K(x) :g X + % bulunur.

Ornek:

Bir P(x) polinomunun x* + 2 ile boliinmesinden kalan —2x + 6 ve P(x) polinomunun kat
sayilari toplami 7 ise bu P(x) polinomunun (x* + 2) (x — 1) ile bolinmesinden kalam bulunuz.
Coziim:

Bir P(x) polinomunun kat sayilar1 toplamini1 bulmak i¢in polinomda x yerine 1 yazilir. P(1)
verilen polinomun kat sayilar1 toplamidir. Burada, P(1) = 7 veriliyor. Diger taraftan kalan, en
fazla 2. dereceden ax® + bx + ¢ bi¢iminde olur. Bdlmenin 6zdesligi yazilirsa;

P(x) = (x* + 2) (x — 1) b(x) + ax® + bx + ¢ olur. Polinomda,

x=1licinP(19= (1+2).(1-1).B(1)+a+b+c=a+b+c=7ve

x? = -2 yazilirsa, -2a + bx + ¢ = - 2x + 6 olur.

bx +c—2a=-2x+6 = b=-2 vec-2a=6o0olur. Ayrica,b=-2isea+b+c=7den
a—2+c=7=a+c=9dur.

c-2a=6

a+tc=9

Sistemi ¢oziiliirse, a = 1, ¢ = 8 bulunur. Oyleyse, K(x) = x> — 2x + 8 olur.



