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DENKLEMLER VE
ESITSIZLIKLER

Kiskirtic1 Soru: Diophantos kac yil yagsamistir?
Kiskirtic1 Soruyu Soran: Mete, durum 2.

7 Kavram: 1. Dereceden Denklemler, 2. Dereceden Denklemler,
1. Dereceden Egsitsizlikler, 2. Dereceden Esitsizlikler, Coziim, Cozlim Kii-
mesi, Cebirsel Ifade
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Sekil 2.1: Themis Heykeli

Birinci Dereceden Bir Bilinmeyenli Denklemler

Arkadaslar bugiin Themis’in heykellerindeki esitlik ve objek-

tifligin simgesi olan terazi ile geldim.

Hocam Themis kim?

&2

Yunan mitolojisinde Themis adalet ve diizen tanricasi olarak

bilinir (Sekil 2.1). Themis heykelleri, bir elinde terazi diger

elinde ise kili¢ olan gozleri bagh bir kadini temsil eder. Bir elindeki te-

razi, adaleti ve bunun dengeli bir bicimde dagitilmasini simgelemekte-
dir.

Simdi hatirladim hocam. Adalet bakanliginin logosunda da .
terazi vardu. b |

a Biz isin hukuk kismina girmeden, terazinin esitlik 6zelligi ile
I ilgilenelim. Size 4 tane 100gr, 4 tane de 50gr getirdim. Bun-

larin hepsini, terazinin kefelerine, esit agirlikta olacak sekilde yerlesti-
rebilir misiniz?

Her iki kefeye ikiser tane 100gr, ikiser tane de 50gr koyarsak ia
agirliklari esit olur. Terazi de dengede kalir.

2x100+2x50 = 2x100+2x50
200+100 = 200+ 100
300 = 300

Baska tiirlii terazi dengede olacak sekilde gramlar yerlestire- Sa;
bilir miyiz?
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Evet yerlestirebiliriz. Elimizde toplam 600gr olduguna gore
birinci kefeye i¢ tane 100gr, diger kefeye de kalanlar1 koyar-
sak,

3x100 = 1x100+4 x50
300 = 100+ 200
300 = 300

seklinde terazi dengede olur.

Bundan baska, esitligi iinlii ressam Albrecht Diirer'in sihirli
karesinde de gorebiliriz (Sekil 2.2).

Sihirli kare mi? g.

ﬂ Evet Gokce. Simdi sihirli karedeki sihiri gérmeye calisin.

16| 3 | 2 |13
5 |10|11| 8
9|6 | 7 |12
4 115114 | 1

Birinci yatay siradaki sayilarin toplami otuz dort ve diger ya- -@
tay siradakilerin toplami da ayni say:.

5+10+11+8 = 34

Sekil 2.2: A. Diirer'in Sihirli Ka-
resi

916|712 B
2 115 12| 1 9+6+7+12 = 34
441541441 = 34
Aaa diisey siradaki sayilarin da toplami otuz dort.
16 3 2 13
13
3 5 10 11 8
9 6 7 12
12
1 + 4 + 15 + 14 +1

34 34 34 34
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2X4—-1
8—1

4+3

Siiper! Albrecht Diirer bir dahi olmali. Sanki Themis’in te-
razisini kullanmis. Terazinin bir kefesine bir kosegendeki sa-
yilari, diger kefesine de diger kosegendeki sayilar1 koyarsak
terazimiz dengede kalir. Ciinkii her iki kefedeki sayilarin top- A@

lami otuz dort olur.

AN

Sekil 2.3: Sihirli Karedeki Esitlik Durumu

@,‘ Cok giizel, karedeki sihiri ¢6zdiintiz! Simdi esitlik kavramini
: matematiksel olarak inceleyelim. Bunun icin cebirsel ifadele-

rin esitliginden bahsedecegim.

Hocam, cebirsel ifade ne demektir? ﬁ.

Bilinmeyen dedigimiz x, y,z, ... gibidegiskenleri, 1,2,3, ...
gibi sayilar1 ve 4+, —, X, ... gibiislemleriiceren ifadelerdir.
Ornegin;

2x—1, x+3, x+5, ...

gibi ifadelerdir. Simdi, 2x —1 ile x + 3 cebirsel ifadelerinin esit

olmasi durumunu diisiinelim. Soyleyin bakalim,
2x—1=x+3

esitligi x in hangi degeri i¢cin dogrudur?

x =4 i¢in dogrudur. ﬁ.
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@“ x =4 de bu iki ifadenin esitligini, Sekil 2.4’de verilen denge-
@Y  deki terazi gibi diisiinebiliriz.

| e \ a0/
AN

Sekil 2.4: Terazideki Esitlik Durumu

Bu sekilde, bilinmeyen iceren ve bilinmeyenin bazi degerleri icin ger-
ceklenen egitliklere denklem diyecegiz. Bilinmeyenin denklemi saglayan
degerine denklemin ¢6ziimli denir. Denklemin ¢oziimlerinin kiimesine
de ¢6ziim kiimesi denir. Denklem bilinmeyenin hicbir degeri igin sag-
lanmiyorsa, ¢6ziim yok ve ¢6ziim kiimesi bos kiimedir diyecegiz.

O zaman x = 4 degeri, 2x — 1 = x + 3 denkleminin ¢6ziimii- i:z
dir.

@ Denklemleri, giinliik hayatimizda karsilastigimiz cogu prob-
(N lemlerin coziimiinde kullaniriz.

Hocam, gecen gilin amcam bana bir halk bilmecesi sordu. Onu ﬁ,
‘

da denklemle ¢6zebilir miyiz?

%_ Soyle bakalim bilmeceni Selcuk. Hep birlikte ¢c6zmeye calisa-
lim.

Yerde bir topal kaz varmis. Havada ucan bir gurup kaza, topal

kaz seslenmis: "Hey yiiz kaz nereye gidiyorsunuz?" Havadaki

kazlardan bir tanesi, "Biz yiiz kaz degiliz! Bize bizim kadar,

bizim yarimiz kadar ve yarimizin yarisi kadar eklenirse, bir

de sen olursan ancak o zaman yiiz kaz oluruz" demis. Acaba a
: A

havada ugan kaz sayis1 nedir?

@ Selcuk isabetli bir bilmece sordun. Denklemler yardimiyla bu
454 ) bilmeceyi ¢6zebiliriz. Bu bilmeceyi ¢6zebilmek i¢in buna uy-
gun bir matematiksel model olan denklem kurmaliyiz. Ucan kazlarin
sayisina x diyecek olursak, kaz bilmecesine karsilik gelen denklem,

+ +x+x—|—1 100 1
X+x+—-+-= = olur.
2 4
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Peki, bu denklemde ki x bilinmeyenini nasil bulacagiz?

@,“ Gokce aslinda bir denklemin nasil ¢oziilecegini soruyorsun.
@7} Bunun icin, esitligi bozmayan islemlerden yararlanacagiz. Bu

islemler, bir esitligin iki tarafina ayni saymnin eklenmesi veya iki tarafin-
dan aym saymin cikarilmasi, iki tarafinin ayni say: ile carpilmas: ve iki

tarafinin sifirdan farkl bir sayiya boliinmesidir.

Sanirim bu islemler dengedeki terazi icin de gecerlidir. a

Simdi bu islemleri kullanarak,

X X
X+x+>+=+1=100
2 4

denklemini ¢6zmeye calisalim.

Denklem biraz kalabalik goriiniiyor.

Esitligin sol tarafindaki x leri toplayip sadelestirebiliriz.

2X+X+x+1 = 100
1 2 4 B
@ @

8x+2x+x
f‘*‘l

= 100
Ex +1 = 100
4

Esitligin her iki tarafindan 1 i ¢tkaralim:

11
—x+1-1 = 100-1

4
11
—x = 99

“
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a Iyi gidiyorsun Zeynep, devam et istersen.

=

Simdi iki tarafi 4’le carpip,

4 1 99 x 4
X —x = X
4

11x = 99x%x4

sonra iki tarafi 11 e bolelim:

11x _ 99 x 4
11 11
29 X 4
x = —
11
x = 9%x4

x = 36

buluruz.

Denklemlerin hepsini boyle islemler ile ¢6zebilir miyiz?

Hayir Gokce. Denklemlerin hepsi ayni tiirden olmadigindan
S\ bunu genelleyemeyiz. Bunun icin denklemleri bilinmeyen sa-
yis1 ve bilinmeyenlerin en yiiksek kuvvetine gore siniflandirip, ¢oziim
arayacagiz. Biz simdilik bir bilinmeyenli denklemlerle ilgilenecegiz. Bir
bilinmeyen iceren ve bilinmeyenin kuvveti bir olan denkleme, birinci
dereceden bir bilinmeyenli (veya kisaca birinci dereceden) denklem de-
nir. Bir bilinmeyen iceren ve bilinmeyenin kuvveti iki olan bir denkleme,
ikinci dereceden bir bilinmeyenli (veya kisaca ikinci dereceden) denk-

lem denir.

O halde, kaz bilmecesinin denklemi birinci dereceden denk- .
lem olur. )

Evet. Genel olarak birinci dereceden denklemler a, b iki ger-
cel say1 ve a # 0 olmak iizere

ax+b=0

seklindedir. Bu tiir denklemlerin ¢6ziimii daha 6nce bahsettigim, esitligi
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Tanim Bir denklemde esit-
ligi saglayan bir sayuya,
denklemin bir ¢6zlimii denir.

bozmayan islemlerle kolayca ¢oziliir.

ax+b = 0
ax+b—-b = -b
ax = -b
ax —b
a  a
b
X = —=—
a

b
Buradan denklemin ¢6ziim kiimesi C= { — —} olarak bulunur.
a
a Gokee yine mi! Hani cep telefonunu derse girerken kapata-
&4 cakun?

Oziir dilerim hocam. Kardesim kaz bilmecesine benzer bir
mesaj gondermis. Okuyorum okuyorum anlamiyorum. Liitfen @
yardimci1 olabilir misiniz?

@“ Neymis sOyle bakalim?

biliyorsunuz indirimler basladi. Kardesimle babam-
dan para istemistik. Ona vermis bana da ona verdigi kadar
verecekmis. Fakat beni meraklandirmak icin, babamin verdigi

)

paray1 bulmamu istiyor. Bu paranin beste ikisine kot, dortte bi- g

rine kazak aldiktan sonra 35 lirasinin kaldigin1 yaziyor.

Haydi yine iyisin. 35 liradan fazla alacaksin. Ne istersen alir-

sin!

Sakay1 birak Selcuk, babam fazla para vermez.

@,“ Haydi bakalim. Gokce’ye babasinin kag lira para verecegini
#7% bulmaya calisalim ve onu meraktan kurtaralim.

Once probleme karsilik gelen denklemi yazmamiz gerekiyor.
Gokee’nin babasinin kardesine verdigi paraya x dersek, denk-
lemimiz
2 X
x==x+—-+35

577 % £

seklinde olur.
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2 1
Anladim, kardesim paranin 5 ini kota ve 2 ini de kazaga i\i‘z
harcamis.

Su denklemi bir an 6nce ¢6ziip x’i bulmak istiyorum. Ben de

kotun fiyatini merak ettim.

2X+x+35
X = —+—
5 4
@ )
_ 8x+5x+35
N 20
13x
= —+435
20
oldugundan,
13x
x——— = 35
20
20x — 13x
= 35
20
7x
— = 35
20
x = 100

olur. Gokce baban sana 100 TL verecek. Benim de merak etti- l
2
gim kotun fiyat1 ise 100 x 5= 40 TL dir.

Oh be rahatladim. Hepinize tesekkiir ederim.

Ikinci Dereceden Bir Bilinmeyenli Denklemler

Gecen hafta, Almanya’dan bir hoca seminer vermek iizere ma-
tematik boliimiine geldi. Hocamiz iilkesine donmeden once,
bir hali ald1.

Nasil bir hali ald1 hocam?
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Q Uniinii duymus oldugu Hereke halis1 aldi.

Hereke halilarinin cok pahali oldugunu duymustum. Ne ka- i:z
dar biiytikliikte bir hal1 ald1 acaba? Cok merak ettim.

Dikdértgen seklinde bir hali aldi. Halimin alan1 8m? ve uzun
kenar kisa kenarindan 2m fazlaydi.

Hocam, ama halinin boyutlarini séylemediniz. ﬁ

Ben bu halinin boyutlarin1 bulabilirim. Dikdértgenin alani,
uzun kenar ile kisa kenarinin carpimina esittir. Buna gore,
halinin kisa kenarina x dersek, uzun kenar1 x + 2 olur. Bura-

dan,

x(x+2) = 8
x’+2x = 8

ya da

x24+2x—-8=0

denklemini yazabilirim.

Bu denklemde x? var. Pmar hoca béyle denklemlere, ikinci

dereceden bir bilinmeyenli denklem demisti ama ¢oziimiini e
L

anlatmamuisti.

Matematik tarihine baktigimizda, Islam diinyasinin ilk biiyiik
“2

matematikcisi olan Harizmi, bu tiir denklemleri geometrik

yaklasimla ¢ozmiistiir. Simdi, Harizmi’'nin
x%+10x =39

denklemini nasil ¢ézdiigiinii gorelim. Once, kenar uzunlugu x birim
olan bir kare alalim (Sekil 2.5).

Sonra bu kareye iki kenarindan, kenar uzunluklar1 5 ve x olan iki dik-
dortgen ekleyelim (Sekil 2.5).
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Hocam, eklediginiz dikdortgenlerin kenarlarindan birini ne- Q
den 5 birim aldiniz?

x2 + 10x = 39 denklemini x? + 5x + 5x = 39 seklinde ya-
zabiliriz. Dikkat ederseniz 5xbr? ekledigimiz esit olan dik- x?br?

dortgenlerden birinin alanina karsilik geliyor. Yani, denklemimizde 10x

terimi oldugu icin, alan1 5x br? olan iki tane dikdortgen ekledik. X

Sanirim sag alt kosede ki boglugu doldurursak, seklimiz daha ia X
giizel goriinecek.

i O zaman seklimizi, alan1 5 x 5 = 25br? olan kareyle tamam- )
-8 layalim (Sekil 2.5). Olusan bu sekil size tanidik geldi mi? 5| Sxbr

x2br2 | 5xbr?

5
Evet hocam, olusturdugumuz bu sekil, kenar1 x + 5 olan bir ‘E;
b'e

karedir ve bu karenin alani da (x + 5)? br? olur.
x?br? | 5xbr?

Dikkat ederseniz, bu karenin alanini, | X
(x +5)%>=x%+5x +5x +25= x>+ 10x + 25 5| 5xbr2

seklinde de yazabiliriz. Harizmi’nin ele aldig1 denklem, x? 4+ 10x = 39

oldugundan,

(x + 5)2 — 39425 Sekil 2.5: Kareye Tamamlama

(x+5)* = 64
xX+5 = FV64

x+5 = F8

olur. Artik x kenar uzunlugunu bulabiliriz. x +5 =8, buradan da x =3
elde ederiz. Peki, x + 5 = —8 alabilirmiyiz?

Hayir alamayiz. Clinkd, x 4+ 5 olusturdugumuz karenin kenar ‘
uzunlugudur ve dolayisiyla negatif bir say1 olamaz. N
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X 1
X
1

x 1
xx2 x
1| x

Sekil 2.6: Kareye Tamamlama

Tanmim a, b,c (a # 0) gercel
sayilar olmak iizere,

ax’+bx+c=0

seklindeki
ikinci dereceden bir bilinme-

denklemlere

yenli denklemler denir.

Artik, Alman hocanin aldigi halinin boyutlarini bulabiliriz.
Bunun icin,

x> +2x=8

denklemini, Harizmi'nin geometrik yaklasimi ile ¢6zelim.

Hocam, x2 + 2x = 8 denklemini, Sekil 2.6’da goriildiigii gibi
bir karenin alani ile iki dikdortgenin alanlar toplami olarak

diisiinebiliriz. Sonra, alan1 1 x 1 = 1 br? olan kare ekleyerek,

kenar uzunlugu x 4+ 1 birim olan kareye tamamlamis oluruz.

Selcugun buldugu karenin alani (Sekil 2.6) ise,

XPH+x+x+1
x2+2x+1

(x+1)? =
(x+1)2? =

olur. x? + 2x = 8 oldugundan, (x + 1)?> = 8 + 1 = 9 bulunur.

Her iki tarafin karekokii alinarak,

x+1 = F \/6
x+1 = F3
elde edilir. Boylece, x = 2 veya x = —4 buluruz. Ama uzunluk

negatif olamayacagi icin x = 2m halinin kisa kenaridir. Uzun

kenari ise, bunun 2m fazlasi oldugundan 4m olur.

6’ Artik, ikinci dereceden denklemlerin ¢6ziimiinii veren for-
— miili de cikarabiliriz. Genel olarak verilen,

ax’+bx+c=0

denkleminin ¢6ziimiinii de Harizmi'nin geometrik yaklasimiyla bulalim.
Bunun i¢in Harizmi’'nin ele aldig1 denkleme benzetmeye calisalim.
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Harizmi'nin denkleminde, x? teriminin katsayis1 bir oldugu
icin, genel denklemimizi de . a ya bélerek x? nin katsayisini
1 yapmis oluruz.

ax*+bx+c = 0
5, b c b
x*+-x+- =0 2a
a a
X b 2
c 2.2 | b
— y1 da esitligin diger tarafina gecirirsek Harizmi’'nin ele al- x“br P
a
dig1 denkleme benzeyecek. X
5 c
X+ —-—x=—— b berz

a a 2a 2a

ﬂ Cok iyi Zeynep. Artik Harizmi'nin yontemini uygulayabiliriz.  Sekil 2.7: Kareye iki dikdértgenin

Once x kenarli kareye, kenar uzunluklar x ve L olan iki eklenmesi

2a
dikdortgeni ekleyelim (Sekil 2.7). Sonra, bu sekle alani % X % = (%)2

olan kareyi ekleyelim.
b

2a

Béylece kenar uzunlugu x + % olan kareye tamamlamis oluruz. Bu ka-
renin alani ise,

4 b \? — 24 b 4 b 4 b \?
X 2a - 2ax 2ax 2a
4 b \? B 2_|_b 4 b \?
X 2a - ax 2a
a a

+b2_c+b2
x2a T a 2a

+b 2 B b2 — 4ac
T o N 4q2

esitligini elde ederiz.



14

2 DENKLEMLER VE ESITSIZLIKLER

Hocam, esitlikte sol taraf bir tam kare oldugu icin her iki ta- ﬂ

rafin karekokiinii alirsak x degerlerini bulabiliriz.

Evet, ama dikkatli olmamiz gerekiyor. Bunun icin x2+1 =0
denklemi {izerinde tartisalim. Bu denklemin koklerini sorsam

ne dersiniz?

x = F+/—1 degil mi hocam? ﬁ.

Negatif gercel sayilarin karakokii olmaz. Ciinkii karesi —1
olan gercel say1 yoktur.

Hocam o zaman bazi ikinci dereceden denklemlerin ¢6ziimii .
yoktur. b\

Arkadaslar, demek ki bir sayinin karekokiinii alirken sayimnin %
isaretine dikkat edecegiz. ¥

Artik, esitligimize geri doniip, yarim kalan isimizi bitirebiliriz.
Elde ettigimiz esitlikte, (x + %)2 > 0 ve 4a? > 0 oldugun-
dan,
b vV b? —4ac

X+ —=
2a + 2a

yazabiliriz. Gordiigliniiz gibi, denklemin ¢oziimleri ya da kokleri kara-
kok icinde bulunan b? — 4ac nin isaretine baghdir. Bu deger, diskrimi-
nant olarak isimlendirilir ve A (Delta) ile gosterilir.

A = b* - 4ac

nin isaretine gore denklemin koklerini bulalim.
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e b% —4ac > 0 ise denklemin,

b Vb%—4ac 4 b
— X

X+ == > ==
2a 2a 2a 2a
b 4/ b?—4ac b v b?—4ac
X1=——F— , Xg=————
2a 2a 2a 2a
—b+ v/ b?—4ac —b—1/b?—4ac
xl = , xz =
2a 2a
b+ VA -b—VA
X1=—FT , X9g=—"—
2a 2a
seklinde iki tane ¢6zliimii vardir.
e b2 —4ac=0ise VA =0 olacagindan,
-b+0 -b-0
X, = , X9 =
! 2a 2 2a
-b -b
X1=— , Xg=—
17 24 27 2a

denklemin kokleri esit olur. Bu durumda denklemin tek kokii var-
dir ya da iki kat kokii vardir diyebiliriz.

2:

e b2 —4ac <0ise x —1 orneginde bahsettigim gibi denklemin

gercel koki yoktur.

Demek ki A nin {ic durumuna goére verilen denklemlerin ¢o-

a

Q Artik, ikinci dereceden bir denklemin ¢6ziimiinii veren for-

miilii kullanarak,

zlimlerini belirleyebiliriz.

2x2—3x+1=0

denkleminin koklerini bulabilirsiniz.

Tanmim a,b,c €R ve
a # 0 ikinci dereceden denk-
leminde A = b? — 4ac olmak

lizere,

e A > 0 ise iki kok var.

-b+ VA

X1 =——F>
2a

—b-VA

Xy = ——.
2a

e A = 0 ise tek kok var.
xl = Xz = _%.

e A < 0 ise gercel kok
yoktur.
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Bunu ben ¢ézmek istiyorum. Once A y1 bulacagim.

A = b?—4ac
= 9-8
=1

A pozitif oldugu icin iki gercel kokii vardir. Bunlar,

_ —b+VA —(=3)+V1I 341
T T T T 22 T & T
-b—v/A  —(-3)-V1 3-1

X = = = — =
2 2a 2.2 4

o= {1.1) an
1

@ Zeynep dogru yaptin. Denklemde 6nce x yerine 1, sonra > yi
3\ yazarsak:

N+~ -

2x (1 -3x(1)+1 = 0
) 1)2 1 -
X(E) _BX(§)+ = 0

olur. Boylece, x; = 1ve x, = 5 nin verilen denklemin ¢6ziimii oldugunu
gbrmiis oluruz.

Birinci Dereceden Bir Bilinmeyenli Esitsizlikler

O zaman terazinin bir kefesi asagida bir kefesi yukarida ola-

Hocam terazimizin dengesini bozalim artik. L

cak.

Aslinda terazinin dengesini korumak zor, bozmak ¢ok kolay-
dir. Pinar Hocanizin daha énce verdigi 2x —1 = x + 3 denkle-

mini tekrar ele alalim. Hatirlarsaniz, bu denklemin ¢6ziimii olan x = 4
i denklemde yerine koydugumuzda terazi dengede kalmist1 (Sekil 2.4).
Soyleyin bakalim x = 5 oldugunda, 2x — 1 ile x + 3 ifadelerini kefelere
yerlestirdigimizde, terazinin durumu ne olur?



Birinci Dereceden Bir Bilinmeyenli Esitsizlikler

17

x = 5icin 2x —1 ifadesi 9 degerini ve x + 3 ifadesi ise 8 dege-

rini alir. x = 5 i¢in 2x — 1 > x + 3 olur. Dolayisiyla terazinin -@
durumu Sekil 2.8'de oldugu gibidir.

Sekil 2.8: Terazideki Esitsizlik Durumu

{12

Acaba terazinin yoniinii degistirebilir miyiz?

'\ Sen de bu sefer x = 3 icin dene bakalim.

N

x = 3icin 2x —1 ifadesi 5 degerini ve x + 3 ifadesi ise 6 dege-

rini alir. x = 3 icin 2x — 1 < x + 3 olur. Dolayisiyla terazinin :a;
durumu Sekil 2.9 da oldugu gibidir.

Sekil 2.9: Terazideki Esitsizlik Durumu

Terazinin dengesini bir bozdunuz ki tahterevalli gibi oldu.

Evet, kendi agirhiginin 2 kat1 olan birisiyle, ya da ¢ok zayif
birisiyle tahterevalliye binmene benziyor.

>

Oyle bir tahterevalliye binmek, cok sikici olurdu.
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Tanim a,b a # 0 iki gergel

s ol Berarre 6 Dengede olmayan terazide, Selcugun sikict buldugu tahtere-
’ — vallide oldugu gibi bir esitsizlik durumu s6z konusudur. Boyle

ax+b > 0 esitsizliklere birinci dereceden bir bilinmeyenli esitsizlikler denir.
ax+b = 0 Denklemlerin ¢oziimiinde oldugu gibi, esitsizliklerin ¢oziimiinde de
ax+b < 0 esitsizliklerle ilgili bazi 6zellikler kullanilir. Bunlar,
ax+b = 0 e Bir esitsizligin iki tarafinin ayni say: ile toplanmasi veya c¢ikaril-
masi durumunda esitsizlik bozulmaz.
seklinde yazilabilen bir esit- e Bir esitsizligin iki tarafinin pozitif bir sayi ile carpilmasi veya bo-
sizlige birinci dereceden bir liinmesi durumunda egitsizlik bozulmaz.

bilinmeyenli esitsizlik denir.
e Bir esitsizligin iki tarafinin negatif bir say1 ile carpilmasi veya bo-

liinmesi durumunda esitsizlik yon degistirir.

Negatif sayilarla karsilastigim zaman kafam karisiyor. Esitsiz-
ligin son bahsettiginiz 6zelligini anlayabilmem icin 6rnek ve- %
rebilir misiniz?

@“ Gokce, —3 < —1 oldugunu biliyorsun. Her iki tarafi —2 ile
@} carparsan,
(=2)(-3) > (=2)(-1)

6 > 2
olur.
Ornek o e
E Simdi ax + b > 0 esitsizliginin ¢6ziim kiimesini arastiralim.
— <
pE=lE = 0 ax+b>0
6x—18+18 < 0+18
6x - 18 esitsizliginde her iki tarafa —b eklersek,
° .7 ax+b—b > 0—b

y ax > -=b
esitsizligin ¢oziim kiimesi

(—o00,3] araligidir. . . . . w1
x i aradigimiza gore her iki tarafi a ya boleriz.

Dur bakalim. Bu bir denklem degil. Esitsizligin bolme ile ilgili e

ozelligini dikkate almamiz gerekmiyor mu?



Birinci Dereceden Bir Bilinmeyenli Esitsizlikler

19

‘s Dogru. a nin pozitif veya negatif olmasina gore esitsizligin
&> coziim kiimesi farkli olur.

) b ) b b
° a>Olsex>—E.Bulse (_E’OO) ={x|xeRx > —Z}
araligidir (Sekil 2.10).

b b
e a <0ise x < ——.Buise —oo,——)z{xlxeR,x<——}
a a a
araligidir (Sekil 2.11).

Hocam, bir 6rnek verirseniz daha iyi anlayacagim.

Ornek —5x + 3 > 0 esitsizliginin ¢6ziim kiimesini bulalim.

—5x+3 > 0
—-5x+3-3 > 0-3
—5x > -3

—5 negatif oldugundan, —5 ile boldiigiimiizde esitsizlik yon degistirecek.

—5x -3
[ < R
-5 -5

3

x < =

5

3
buluruz. Buna gore esitsizligin ¢6ziim kiimesi (—oo, E) araligidir.

@“ Diger esitsizliklerin ¢6z{im kiimeleri de benzer sekilde bu-
M labiliriz. ikinci dereceden esitsizliklerle baglamadan bir ara
verelim.

Arkadaslar bugiin caylar benden.

Hepimize cay 1smarlayabilecek misin?

50 TL param var. Ama 30 TL sine kitap alacagim. Bir bardak
cay 75 kurus olduguna gore, kac kisiye 1smarlayabilirim? Onu
da siz bulun?

[SIISRe od
8

b
Sekil 2.10: (——,oo) aralig1
a

b
Sekil 2.11: (—oo,—g) araligi
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x>—x—-2=0

—bF v/ b?—4ac

2a
1++v/1+8
xl = 7:2
2
1-v14+8
XZ = 7=_1
2

Bize bir esitsizlik problemi sordun farkinda misin?

Esitsizlik konusunu yeni 6grendik. Ben bunu ¢ozebilirim. 75

kurus y TL eder. x kisi sayist ise,

3
30+-x < 50
4
3
30+4_1X_3O < 50-30
4 3 4
—-—-x < 20-=
3 4 3
x < 26,6

Yani sen en fazla 26 kisiye 1smarlayabilirsin.

O zaman gelsin caylar!

Pinar hocaya sOyleyelim. Ders arasinda bile esitsizlik prob- %

P B P

lemi ¢ozdiik.

Ikinci Dereceden Bir Bilinmeyenli Esitsizlikler

6’ a,b,c (a # 0) gercel sayilar ve x herhangi bir gercel say1
— olmak fiizere, ax®> + bx +c¢ > 0, ax?> + bx +c¢ < 0,
ax?+ bx + ¢ > 0 veya ax? + bx + ¢ < 0 seklinde yazilabilen bir esitsiz-

lige ikinci dereceden bir bilinmeyenli esitsizlik denir. Boyle bir esitsizligi

saglayan x degerlerinin kiimesine de bu esitsizligin ¢6ziim kiimesi denir.

@,\ Arkadaslar, x? — x — 2 > 0 esitsizliginin ¢6ziim kiimesini bir-
M likte bulmaya calisalim. Once x2 — x — 2 ifadesini sifir yapan
degerleri bulalim. Yani; x2

— x —2 =0 denklemini ¢6zelim. Bu degerler
x = —1 ve x = 2 dir. Bu sayilar say1 dogrusunu {i¢ araliga ayirir. Bunlar;
(—00,—1), (—1,2) ve (2,00) araliklaridir. Bu araliklarin her birinde,
x? — x — 2 ifadesi ya hep pozitif ya da hep negatif deger alir. Séyle ba-
kalim Zeynep, x? — x — 2 ifadesi hangi aralik ya da araliklarda pozitif

deger alir?
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Belirledigimiz mavi, yesil, turuncu renkli araliklarindan bir
deger alip, x? — x — 2 ifadesinde yerine koyup bulabilirim.
Ornegin;

e Mavi araliktan —2 yi segersem,
x2—x—-2=(-2)%-(-2)-2=4+2-2=4
o Yesil araliktan 1 i secersem,
2 —(1)2 _ —
x2—x-2=(12-(1)-2=1-1-2=-2
e Turuncu araliktan 3 ii secersem,

x2—-x-2=032-(3)-2=9-3-2=4

Mavi ve turuncu araliklarda x? — x — 2 ifadesi pozitif deger a
1

alir.

bulmus oldu. Verilen esitsizligin ¢6ziim kiimesi:

Q Zeynep bize, x2 — x — 2 > 0 esitsizliginin ¢oziim kiimesini

O zaman, yesil aralik da x? — x — 2 < 0 esitsizliginin ¢éziim .
¥

kiimesidir diyebilirmiyiz?

‘s Yesil araliga —1 ve 2 degerlerini de dahil edersen evet derim.
“2

O zaman x

2 — x — 2 < 0 egitsizliginin ¢6ziim kiimesi [—1,2] .
olur (Sekil 2.12). ‘

-1 2

Sekil 2.12: [—1, 2] kapali aralig1



2 DENKLEMLER VE ESITSIZLIKLER

Bu sefer x? — 4x + 4 < 0 egsitsizligini ¢ozelim. Gokce sen
x2 — 4x + 4 ifadesini sifir yapan degerleri bulabilirsin.

Formiilden hemen bulurum. x? —4x +4 =0,

B —bF v/ b%—4ac _4¥/16-16
= o =

x 2 '
A =0 oldugu icin x; = x, =2 dir.

a 2 degeri say1 dogrusunu ikiye ayurir.

—

2

x? — 4x +4 =0 ifadesi,
mavi araliktan x = 1isecersem 1—4+44 =1 > 0 olur. Turuncu araliktan
x =3 1 secersem 9 — 12+ 4 =1 > 0 olur. Her ikisinde de pozitif deger

alir.

Ne olacak simdi?

x2 — 4x + 4 = 0 ifadesi, hi¢ bir noktada negatif degil ama

x = 2 de sifirdir. x2 — 4x + 4 < 0 esitsizliginin ¢6ziim kiimesi
A
C={2} olur.

Ozet

Bu {initede, giinliik hayatimizda karsilastigimiz problemlerin ¢ogu-
nun ¢6ziimiinde kullandigimiz denklemler ya da esitsizlik konusu {ize-
rinde durduk. Denklemlerle ilgili olarak, birinci ve ikinci dereceden bir
bilinmeyenli denklemler ve ¢oziimlerinden bahsettik. Esitsizliklerle il-
gili olarak, birinci ve ikinci dereceden bir bilinmeyenli esitsizlikleri ve

¢oziimlerini 6rneklerle tartistik.



Okuma Parcasi

Okuma Parcasi

Iskenderiye’'li Diophantos

Ne zaman yasamis oldugu Resin belli degildir. Diophantos, Bombelli'ye gore Antoninus Pius
(M.S. 150), Ebiilfarac’a gére Miirted Julianus (M.S. 350) zamaminda yasamistir. Fakat
Psellus’a gore, 270 yihnda Laodikea piskoposu olan Iskenderiye i Anatolios adly bir bilgin
Diophantos’a bir Ritap ithaf etmistir. Bundan dolayr ¢ok defa Diophantos'un M.S. 250
civannda yasadigi Rabul edilir.

Anthologia Palatina’da raslanan bir cebirsel bilmece-siirinde Diophantos'un hayati soyle
anlatimaktadur:

Su mezar Diophantos’u ortmeRtedir. Mucizeye bak! Mezar tasi dlenin sanatr sayesinde
onun hayat hikgyesini dgretiyor. Omriindin altida birini ona Allah cocuRluR_ ¢agt iin verds;
omriiniin onikide biri daha gegince yiiziinde sakallar bitti; hayatimn yedide biri daha
gectikten sonra evliliR bagim Rurdu; bes yil sonra da bu birlesmeden bir ojlu oldu.

Yazik, Ri ¢oR, sevdifi cocujunun babamn yan Omri Radar yasadiRtan sonra olmesi
muRadderd.

Ondan sonra dort wl biiyiikfiklerle ugrasmaR, suretiyle acisim unutmaya ¢alisarak, en
sonunda o da her faninin hedefine ulasts.

Diophantosun esas eseri olan

Arithmetika
“cok muhterem Dionysios” a ithaf edilmistir. Bu sahsin 247 civannda [skenderiye piskoposu
olan Aziz Dionysios olmast muhtemeldir. Girisinde eserin 13 Kitap olacagr bildirilmeRtedir,
ama bunlardan ancak_ altist zamammiza gelebilmistir. Bu alti Ritap ¢oziimleriyle birlikte

189 problemi kapsamaktadar.

Diophantos un mezar tasinda yazili olan bilmeceye gore; Diophantos Rag yil yasamistir?
Bu bilmeceye Rarsilik gelen denklem: x , Diophantos’un yasamis oldugu yili gostermek iizere,

1 1 1 1
X=—X+—x+—x+5+—x+4
6 12 7 2

olur. Bir bilinmeyenli birinci dereceden olan bu denRlem ¢iziiliirse, ¢oziimiin x =84 oldugu
goriiliir. Buna gore, Diophantos 84 yil yasamstir.

Kaynak: Bilimin Uyanis1 Eski Misir, Babilonya ve Eski Yunan Matematigi (s. 460), B.L.
Van Der Waerden, Tiirk Matematik Dernegi, istanbul, 1994.
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Cikarin Ka gitlari

Bir 6grenci parasinin E iini harcadiktan
sonra 20 liras1 kaliyor. Bu 6grencinin harcama
yapmadan Onceki paras: asagidakilerden han-
gisidir?

A) 100 B)60 C) 50 D) 40 E) 30

2(x +3)+3(x — 1) = x + 7 denkleminin
¢Oziimii asagidakilerden hangisidir?

A1 B)1 C3 D) 2 E)3
;B > D )

Bir annenin yasi oglunun yasinin 5 kati-
dir. 3 yil 6nce annenin yasi oglunun yasinin 8
kat1 olduguna gore, cocugun yasi asagidakiler-
den hangisidir?

A)7 B) 8 C) 10 D) 12 E) 15

x2 — 3x + 4 = 0 denkleminin ¢6ziim kii-
mesi asagidakilerden hangisidir?

A) {0} B){-1} O {1} D){2} E)

Gokee odasina dikdortgen seklinde olan
6m? bir hal1 aldi. Bu halinin uzun kenari, kisa
kenarindan 1 metre fazla olduguna gore kisa
kenar uzunlugu asagidakilerden hangisidir?

A1l B) 2 3 D) 4 E) 5

x2 4+ 2x + 1 = 0 denkleminin ¢éziim kii-
mesi asagidakilerden hangisidir?

A) {3t B{2} O {1} D){-1} E){-2}

Kelebeklerin 6mriiniin 1 giin oldugu bili-
niyor. Buna gore, 10 saat yasayan bir kelebe-

gin en fazla yasayabilecegi saat asagidakiler-
den hangisidir?

A) 10 B) 11 C) 12 D) 13 E) 14

3(x — 1)+ 2> x + 5 esitsizliginin ¢6ziim
kiimesi asagidakilerden hangisidir?
B) (4, 00)

A) (3,00)
D) (—00,4)

Q) (—00,3)

Yarisinin 8 fazlasi 11 den biiyiik olan sa-
yilarin kiimesi asagidakilerden hangisidir?
D) (3,00) E) {6}

C)(6, )

x2 +5x — 6 < 0 esitsizliginin ¢6ziim kii-
mesi asagidakilerden hangisidir?

B) (—o0,—6)
E) (—6,1]
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Cozumler
x O6grencinin harcama yapmadan 6nceki
parasi olsun. Problem —x243x—4=0
3
X = gx + 20
A = b*—4ac
denklemi ile ¢oziiliir. — 32 4(—1)(—4)
X 3, = 20 = 9-16=-7
1 5
& @
5x —3x A = —7 negatif oldugundan gercel ¢6ziim
5 = 20 yoktur.
2_x - 20 Dogru cevap E) sikkidir.
5
x = 50TL

Dogru cevap C) sikkidir.

2(x+3)+3(x—1) = x+7
2x+6+3x—-3 = x+7
5x+3 = x+7

4x = 4

x =1

Dogru cevap B) sikkidir.

Cocugun bugiinkii yasina x dersek anne-
sinin yast 5x olur. 3 yil 6nce ise bunlar x — 3
ve 5x — 3 olur. Buna gore,

5x —3=8(x—23)

denklemi uygun olur. Bu denklem ¢oziiliirse,

5x—-3 = 8(x—3)
3x = 21
21
x = —
3
x = 7

Dogru cevap A) sikkidir.

Halinin kisa kenarina x dersek uzun ke-
nar1 x + 1 olur. Hali dikdértgen seklinde oldu-
gundan denklem

x(x+1)=6

olur. x2+ x — 6 = 0 ikinci dereceden denklem
olup A=b2—4ac=1-4(—6)=1+24=25
dir.

-b+vA
2a
—1++/25

2
-1+5

2

-b—vA
2a
-1-+v25
2
-1-5
2

X9 =

=-3

x; = 2 ve x5 = —3 dir. Uzunluk negatif ola-
mayacagindan x = 2m halinin kisa kenarinin
uzunlugudur.

Dogru cevap B) sikkidir.
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X’ +2x+1=0

A = b*—4ac
= 4-4.1-1
= 4-4=0

-bF VA
2a

Dogru cevap D) sikkidir.

Kelebegin kalan 6mrii x saat olsun. 1 giin
24 saat olduguna gore,

x+10<24
esitsizligi yazilir. Bu esitsizlik ¢o6ziimii,

x+10—-10 < 24-10

x < 14

Kelebek en fazla 14 saat yasayabir.
Dogru cevap E) sikkidir.

3(x—1)+2 > x+5
3x—-3+2 > x+45
3x—1 > x+5

2x > 6

2x 6

—_— > —_—

2 2

x > 3

G=(8,00) araligidir.
Dogru cevap A) sikkidir.

x+8 11
— >
2
X
—+8—-8 > 11-8
2
X
— 3
2
X 6

G=(6, 00) araligidir.
Dogru cevap C) sikkidir.

x2 +5x — 6 < 0 esitsizliginin ¢6ziimii

icin,
x2 4+ 5x — 6 = 0 kokleri bulunur.
—-b¥ VA
X = —
2a
—5F4/25—4-1-(—6)
N 2
o F7
N 2
—5-7 -12
X =—=-6
2 2
—5+7 2
x2= =—=1
2 2
{ 1
—6 "1

—6 ile 1 arasinda bulunan x degerleri icin
x2+5x — 6 ifadesi negatif olur. C=(—6, 1) ara-
ligidir.

Dogru cevap D) sikkidir.



