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7 BE
biciminde yazﬁgan, rf’ delere " &ogal say1 ve a’lar
reel say1 oldugu siirece polinom dendigini sdyle-
mistik.
ax" + a3 ax ax! Fag=0

biciminde yazilan denklemlere de polinom denk-
lemler denir. Bu konuyu islerken tiim derdimiz,
bdyle denklemleri saglayan x’leri bulmak olacak,
ki bu x’lere denklemin kokleri denir. Kokleri bul-
manin metotlart da, denklemlerin adlar1 da » de-
gistikce degisir. a, # 0 ise denkleme n-inci dere-
ceden denklem denir. n-inci dereceden denklem-
lerin n tane kokii vardir. Bu kanitlanabilir elbet.
Merak etmeyin, derecesi kag olursa olsun, tiim po-
linom denklemlerin sirrin1 ¢ézecegiz. Bunu bazen
denklemi ¢ozerek yapacagiz, bazen ¢dzemeyece-
gimizi gostererek...

I. Birinci Dereceden Denklemler. Birinci dere-
ceden denklemleri bugiin artik ilkokul cocuklari
bile ¢ozebiliyor.
axt+b=0isex=— 2
a

a’nin sifir olmadigimi bildigimizden a’ya bol-
mekte bir sikint1 yasamayacagiz. Fazla detaya gir-
mememizin elbet bir sebebi var. Hala birinci dere-
ceden denklemleri ¢ozerken problem yasayan ve-
ya daha da ote, ne oldugunu bile bilmeyen bir
kimse iseniz elinizdeki bu sayfalar1 derhal birakip,
gidip bu konuya calismanizi siddetle Onermek-
teyiz. Aksi takdirde bu notlar1 da anlayamayacak,
iistline tstliik belki de bize ¢amur atacaksiniz®©

IL. ikinci Dereceden Denklemler. ¢ # 0 iken
ax* +bx+c¢=0

bigimindeki denklemlere ikinci dereceden denk-
lemler denir. Bu notlarin basrol oyuncusu bu
denklemler olacak. Ikinci dereceden denklemleri
¢ozmeyi, yani bu denklemleri saglayan x’leri bul-
may1 MO 400 yillarinda Babilliler ii¢ asag1 bes
yukari biliyordu. Simdi biz de 6grenecegiz. Tabii
ki li¢ asag1 bes yukar1 degil, dort dort-liik!
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Once anlatacaklarimizi daha iyi anlamaniz ama-
ciyla, yani genel formiiliimiizii bulmadan Once,
sayisal verilerle, o formiilii bulurken kullanacagi-
miz metotla, birka¢ 6rnek ¢ozelim:

Soru. x* —2x — 8 = 0 denkleminin ¢coziim kiimesini
bulunuz.
Coziim: Bu ilk 6rnegimiz oldugundan birkag¢ de-
gisik ¢oziim gosterecegiz. Sonraki sorularda ig-
lerinden en begendiginizi veya en kisa siireni se-
¢erek onu kullanabilirsiniz.
Birinci yol. Bu yolu carpanlara ayirma dersinde
detayl islemistik. Verilen ikinci dereceden denk-
lemi ¢arpanlarina ayiracagiz.
0=x"—2x—8=(x—4)(x+2)
oldugundan denklemi saglayan x degeri 4 veya
—2’dir.
ikinci yol. Bu yolu da ikinci dereceden fonksiyon-
larin terslerini bulurken 6grenmistik. ikinci dere-
ceden denklemlerin tamkareye getirilmelerinden
bahsediyorum. Hatirlayin, bagkatsayisi 1 iken, sa-
bit terimi, x’1i teriminin katsayisinin yarisinin ka-
resi olan ikinci dereceden denklemler bir kare idi.
Boyle olmayan denklemleri bu hale getirecegiz.

0=x"-2x—8
=x>-2x+1-9
=(x—1)*-9
=(x—1)y-3
=(x—1-3)(x—1+3)
=(x—4)(x+2)

oldugundan denklemi saglayan x degeri 4 veya —
2°dir.

(x—1)* = 9 =0 esitliginden baska yola da sapilabi-
lir: (x — 1)*> = 9 oldugundan x — 1 = + 3 denebilir,
ki denmelidir, bu yol daha kisadir.

Uciincii yol. Bastan uyaririz, her denklem bu yola
her zaman bu kadar kolay izin vermez. Eger sag-
layan bir x degerini kafadan bulabilirseniz, me-
sela 4 olsun, o halde bu denklemin (x — 4) diye bir
carpani vardir. Denklemi (x — 4)’e bolersek, diger
carpani bulabiliriz. Bu ¢arpani da 0’a esitlersek di-
ger kokii bulabiliriz.



Mustafa Yagca

Polinom Denklemleri ve Esitsizlikler

Soru. x° — 3x — 8 = 0 denkleminin ¢éziim kiimesini
bulunuz.

Coziim: Biz ikinci yolun sapagindan ¢oziimlere
devam edecegiz.

0=x"-3x-8
=x2—3x+2—ﬂ
4 4

B 3, 41

(. 2) 1

3, 41
> x-——)y=—"1d

( 2) 1

3441

3+4/41
—

X——= oldugundan x =
2 2

Soru. 2x* — 12x — 1 = 0 denkleminin ¢éziim kiime-
sini bulunuz.

Coziim: Yine denklemi tamkareye cevirecegiz
ama tamkare olma sartlarinda bagkatsaymin 1 ol-
masi vardi, bu sebeple esitligin her iki yanini 2’ye
bolelim.

23— 12x-1=0
¥ —6x—12=0
¥ —6x+9-192=0
(x—3)* =192

x — 3] =+/19/2
x=3+4/19/2

Artik genel formiilii bulabilecek kivama gelmis

olmamiz lazim. Basliyoruz. lyi takip edin!

Once, yine tamkare yapmak amaciyla denklemi a

parantezine aliyoruz ki, baskatsay1 1 olsun.
0=ax’+bx+c

b ¢
=a(x*+ —x+—)
a a

b? b ¢
2
=aXx" t+ —x+ - —
( a 4a> 4a* a )
- aer Ly E- )
a 4a’°
b b* —4ac
= a((r+ oo =75
4a
oldugundan ve a # 0 oldugunu bildigimizden
b, b>—4ac
x+—) ———=0
( 2a) 4q*
¢ikar. Bundan da
b, b’—4ac
X+—) =——
( 2a) 4q°

¢ikar. Umudunu kesme, devam! Her iki tarafin ka-
rekdkiinii alalim:

2 2
x+i=i\/b —iac zi\/b —4ac
2a 4a 2a
olur. x’1 yalniz birakirsak mutlu sona erigecegiz:

b b*—4dac _ —b++b* —4dac

xX=-—=2=
2a 2a 2a

cikar. Nihayet!. Biri artil1 digeri eksili olmak {ize-
re iki ¢0ziim bulduk. Bundan bdyle birinin adi
“x1”’, digerinin “’x,”’ olsun. x; ile x; arasindaki i-
liskileri daha sonra gorecegiz.
Simdi yukarda ¢oziimlerini yaptigimiz sorular1 da
bir de formiiliimiizle ¢6zelim:

Soru. x* — 2x — 8 = 0 denkleminin ¢éziim kiimesini
bulunuz.
Coziim: Denklemimizde a =1, b = -2 ve ¢ = -8

oldugundan;
- ~b+~b* —4ac
1,2 261
_ —(-2)£4(-2) ~4.1.(-8)
2.1
_2+4/36 _ 246
2 2
olur. O halde, x| = %: 4 ve xp = ? =-2
bulunur.

Soru. x* —3x — 8 = 0 denkleminin ¢coziim kiimesini
bulunuz.

Coziim: Denklemimizde a =1, b = -3 ve ¢ = -8
oldugundan;

B —b++b* —4ac

X ., =
1,2
2a

_ (-3 E(-3)*-4.1(-8)
2.1
2+4/41

2
2+4/41
> Ve X

olur. O halde, x; =

lunur.

Soru. 2x* — 12x — 1 = 0 denkleminin ¢éziim kiime-
sini bulunuz.
Coziim: Denklemimizde a =2, b=-12 ve ¢ = -1
oldugundan;
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_—biVb2—4ac

2= 2a
o (-12)£4(-12) —4.2.(-1)
- 22
_ 124152122238 . V38
4 4 2

V38 V38

olur. O halde, x; =3 +T vexy =3 5 bu-

lunur.

Koklerin formiiliinde beliren koklii ifadenin i-
cindeki b — 4ac degeri ikinci dereceden denklem-
lerde c¢ok biiyiik 6nem arz eder. Bu ifadeye denk-
lemin diskriminanti denir, A sembolii ile gosteri-
lir ve kisaca “’delta’’ diye okunur.

~bh—/A —b++/A
= ——— Vvexy= ——

2a 2a

oldugunu hatirlatalim. A ifadesi karekokiin iginde
bulundugundan, denklemin koklerinin reel say1
olmasi i¢in A negatif olmamalidir. Peki, A sifir
olursa n’olur, bir diisiiniin bakalim. Diigiinmeye ne

X1

gerek var, x; = x; = ;—b olur. Yani denklemin iki
a

kokii birbirine esit olur, bu durumda iki tane degil,
tek kokii var deriz. Ki tek kokii olan ikinci derece-
den denklemler de bildiginiz iizere tamkare olur-
lar. Geldik A’nin negatif olma durumuna. Karekd-
kiin i¢i negatif olursa, o saymin reel olmadigini,
olamayacagim biliyoruz. O halde ’A < 0 duru-
munda, denklemin reel kokii yoktur’ deriz. Dik-
kat edin, kokii yoktur demiyoruz, reel kokii yoktur
diyoruz. Zira bir ikinci dereceden denklemin her
zaman iki tane kokii vardir ama bazen burada ol-
dugu gibi kokler reel degil de karmasik say1 olur-
lar.

Uyarl. ax” + bx + ¢ = 0 denkleminde « ile ¢ ters
isaretliyse, kesinlikle farkli iki reel kok var-dir.
Ciinkii farkl: iki reel kok olabilmesi icin A = b* —
4ac > 0 olmasi1 yeter. Verilene gére — 4ac > 0
ve b’nin her degeri i¢in b* > 0 oldugundan A = b*
—4ac > 0 esitsizligi kanitlanmis olur. Fakat bu-
radan “’a ile ¢ aym isaretliyse, denklemin iki
farkli reel kokii olamaz’’ anlagilmamalidir. Biz
sadece “’a ile c ters isaretlilerse kesin boyledir’’
diyoruz.

Soru. x> + 4x + 5 = 0 denkleminin R’de ¢oziim
kiimesini bulunuz.

Coziim: Eger a ile c ters isaretli olsaydi, farkl: iki
reel kokiin varligimi bilerek, hemen a, b, ¢ de-
gerlerinin esitlerini koklerin formiiliinde yerlerine
yazar ve ¢oziim kiimesini bulurduk. Burada a ile ¢
ayni isaretli oldugundan 6nce A’nin isaretini tayin
etmekte fayda var.
A=b—4ac=4"—-415=-4<0
oldugundan hi¢ islem yapmaya gerek yok, kokleri
reel degildir. Dolayisiyla R’de ¢oziim kiimesi bos-
tur. Akliniza “’Acaba A’nin isaretini incelemeden
bunu bulamaz miy1z?’’ diye bir soru geldiyse ce-
vaplayalim: Bulabiliriz!
x> + 4x + @ ifadesinde ® sayisi, ifadeyi tamkare
yapan @ degerinden biiyiikse kokler reel degildir,
esitse zaten tamkaredir, kiiciikse de kesinlikle iki
farkli reel kok vardir! Bunun kanitini siz yapmaya
calisiniz. Cok kolay oldugunu sdyleyelim de ‘Kim
ugrasacak simdi?’’ demeyin...

Soru. x* + 2x + (8 — m) = 0 denkleminin iki fark-Ii
reel kokii oldugu biliniyorsa, m’nin bulunmasi ge-
reken araligt bulunuz.

Coziim: x* + 2x + o ifadesini tamkare yapan o
sayist 1°dir. (8 — m) degeri 1’den kii¢iik olursa
denklemin iki farkli reel kokii olur. 8 — m < 1 ise
m > 7 olmalidir.

Ikinci dereceden denklemler hic ummadik yerde
karsimiza ¢ikmalariyla meshurdur. Abartmayalim
ama geometrinin bile ilerlemesinde ¢ok¢a katkilar
olmustur. Geometri problemleri ¢dzerken ¢ogu
zaman karsmiza c¢iktigin1 hatirliyor olmalisiniz.
Hatirlamiyorsaniz, ya c¢ok az geometri sorusu
¢cOzmiissiiniizdiir ya da hafizanizda bir problem
vardir! © Birazdan bunlara da sayfa sayimiz el-
verdigince Ornekler verecegiz. Kokli ifadelerin
olusturdugu denklemlerin ¢oziimlerinde de ikinci
dereceden denklemlere sikga rastlanir. Karekokten
kurtulmak isteyen biri esitligin her iki tarafinin ka-
resini aldigin1 ¢ogu zaman karsisinda bdyle bir
denklem bulur. Paydasinda birinci dereceden
denklem igeren kesirli ifadelerin paydalarini esit-
lediginizde de rastlasmigsinizdir. Ne bileyim, ikin-
ci dereceden bir denklemi ¢6zmesini bilmeyen biri
Pisagor, Oklid, Tales gibi teoremlerden ne kadar
faydalanabilir? Benim size dnerim, {iniversite giris
imtihaninda bir tane bile ikinci dereceden denklem
sorusunun ¢ikmayacagi garanti edilse bile, cok iyi
bilinmesi ve galisilmasi gereken bir konudur. Ge-
linim, sana sdyliiyorum!
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Soru. V2 —-x + 3 = 2x esitligini saglayan x reel
sayist kagtir?
Coziim: Esitligi v2—-x = 2x — 3 biciminde dii-
zenleyelim. Her iki tarafin karesini alarak kare-
kokten kurtulmadan 6nce bir kenara 3/2 < x < 2
olmas1 gerektigini de not edelim.
N2—x =2x—-3
2-x=4x"—12x+9
0=4x"—11x+7
Koklerin formiiliinde degerleri yerine yazarsak x;
=1 ve x, = 7/4 bulunur. 3/2 < x < 2 olmas1 ge-
rektiginden esitligi saglayan tek x degeri 7/4 tiir.

Soru. (x + 1) = 3(x + 1) — 4 = 0 denklemini sagla-
yan x’lerin toplami kagtir?

Coziim: Istersek, parantezleri acarak, karsimiza
cikacak olan ikinci dereceden denklemi ¢ozeriz.
Ama Oyle ¢ok soru ¢ozdiik. Baska bir teknik gore-
lim.

x + 1 =t olsun. Denklemimiz 7 — 3¢ — 4 = 0 halini
alir. #—3¢t—4=(t—4)(t+1)=0 oldugundan ¢ =
4 veya t = —1 olur. Simdi geri doniigiim yapalim: x
+1=4veyax+1=-1 olur. O halde x’in alabile-
cegi degerler 3 ve —2 oldugundan toplami 1 olur.

)C2+2 4 =0 egitligini saglayan x de-
x-9 x-3

geri kagtir?

Coziim: x> — 9 = (x — 3)(x + 3) oldugundan topla-
nan ikinci ifadenin paydasi (x + 3) ile genislete-
lim:

Soru.

x+2 4(x+3) 5S5x+14
2 T3 =2 =

x=-9 x" -9 x" =9
oldugundan x = —14/5 olur. Eger x =3 veya x = -3
bulsaydik, bu degerler, bize verilen esitligi tanim-
siz yapacagindan cevabimiz bogskiime olacakt.
Yani kesirli ifadelerde, buldugumuz degerin pay-
day1 sifir yapip yapmadigini incelemeyi unutma-
maliy1z. Benzer incelemeleri kokli ifadelerde de

yapin!

0

4 Soru. ABC ii¢geninde DE // BC ve-
1] N2l riliyor. |AD| =x + 1, |DB|=x, |AE|
D E =2x— 1 ve |[EC| = x + 1 olduguna
x X gore x kagtir?
B C
Coziim: Tales Teoremi’nden [4D|/|DB| =
|AE|/|EC| oldugunu biliyoruz. Kuralim orantimizi.
x+1 2x-1
X x+1
olur. Diizenlenirse x* — 3x — 1 = 0 ¢ikar. Denklem

oldugundan 2x* — x = x> + 2x + 1

¢Oziiliirse x = olur. Fakat uzunluklar ne-

+4/13
2

gatif olamayacagindan x > 1/2 olmali, yani x,
denklemin pozitif olan kokii olmalidir. O halde x

3+\/§

o

Soru. Yandaki ABC iigge-
ninde DE /| AB ve AD /| EF
veriliyor. |BD| = |FC| = 4 ise
|DF| = x kagtir?

B 4 DxF 4 C

Coziim: Yine Tales Teoremi’ni kullanacagiz.
|CF|/|FD| = |CE|/|EA| = |CD|/|DB| oldugundan

4_x+4 olmalidir. x> + 4x = 16 denklemi dii-
X

zenlenirse x* + 4x — 16 = 0 halini alir. Burada dik-
kat etmemiz gereken nokta x’in pozitif olma sarti-
dir. O halde iki kokten pozitif olan1 alacagiz. Ben

aldlm:x=2+2\/§.

Soru. ABC ii¢geninde AD i¢ agi- A
ortaydir. Uzunluklar sekilde ve-

rildigi gibi ise AB kenarimin boyu
kagtir?

Céziim: i¢agiortay Teoremi’nden
|AC|/|CD| = |4B|/|BD| oldugunu
biliyoruz.

x+1
Bxt1px C

x+1 2x-1
Orantimiz1 kurarsak =
X X+

¢ikar ki bunu

3+«/B

2
bulmustuk. Bu sartlar altinda [AB| =2x -1 =2 +

\/E olur.

Soru. ABCD dikdortgeninin kenar 4 D
uzunluklar:  sekilde verildigi gi-
bidir. Bu dikdortgenin alani en ¢ok
kac olabilir? B 4 C
Coziim: Dikdortgenin alani eni ile boyunun car-
pimi oldugundan
Alan(4BCD) = (2x + 4)(1 —x)

= 2x"—2x+4

daha oOnceki sorularda ¢ozmiis ve x =

1-x

1o, 9
=2x+ =)+ —
( 2) 2

olur. Buradan da x = —% i¢in alanin en ¢ok %

olabilecegini anlariz.
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“’Hocam, x nasil negatif olabilir ki?’’ demeyin. x
degil, uzunluk negatif olamaz. Yani -2 <x <1 ol-
dugu stirece uzunluklar negatif olmaz. Bu soruyu,
ilerde, parabol dersinde daha kisa yoldan ¢6z-meyi
Ogrenecegiz.

\ Ahstirmalar. \

Asagidaki sorular1 aksi iddia edilmedikge x i¢in ve
R kiimesinde ¢6ziiniiz.

1.
x* — 2x — 3 = 0 denkleminin ¢dziim kiimesini bu-
lunuz.

2.
x* — 7x + 12 = 0 denkleminin ¢dziim kiimesini bu-
lunuz.

3.
x* + 32x + 56 = 0 denkleminin ¢oziim kiimesini
bulunuz.

4.
X+ (\/5 - 1)x - V3 = 0 denkleminin ¢Oziim kii-
mesini bulunuz.

S.
5x* — 99x + 20 = 0 denkleminin ¢oziim kiimesini
bulunuz.

6.
3x% + \/3x — 2 = 0 denkleminin ¢Ozlim kiimesini
bulunuz.

7.
ax® — (a’b + b)x + ab* = 0 denkleminin x i¢in ¢6-
ziim kiimesini bulunuz.

8.
34x* — 41x — 15 = 0 denkleminin ¢6ziim kiimesini
bulunuz.

9.
7x* — 23x — 20 = 0 denkleminin ¢oziim kiimesini
bulunuz.

10.
(x — 1)> = 4(x — 1) — 32 = 0 denkleminin ¢6ziim
kiimesini bulunuz.

11.
(x + 2)* + 15(x + 2) — 54 = 0 denkleminin ¢6ziim
kiimesini bulunuz.

12.
(* — x)* = 8(x* — x) + 12 = 0 denkleminin ¢6ziim
kiimesini bulunuz.

13.
o — 1) = 2(x* -
kiimesini bulunuz.

1) — 3 = 0 denkleminin ¢oziim

14.

x* + 18x* + 32 = 0 denkleminin ¢dziim kiimesini
bulunuz.

15.
m* — 16m* + 28 = 0 denkleminin m icin ¢bziim
kiimesini bulunuz.

16.
2x* + 15xy + 7y* = 0 denkleminin x ve y igin ¢&-
ziim kiimesini bulunuz.

17.
7x* — 20xy — 3y* = 0 denkleminin x ve y igin ¢6-
ziim kiimesini bulunuz.

18.
X - y2 — 4 + 4y = 0 denkleminin x ve y i¢in ¢0-
ziim kiimesini bulunuz.

19.
100-x'" + 20-x° + 1 = 0 denkleminin ¢dziim kii-
mesini bulunuz.

20.
A3—x—x + 3 = 0 denkleminin ¢6ziim kiimesini
bulunuz.

21.
Jx - 24/x - 3 = 0 denkleminin ¢Oziim kiimesini
bulunuz.

22.

A2x+13+ x = 1 denkleminin ¢6ziim kiimesini
bulunuz.
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23. 33.
x:|x — 2| = 2 — x denkleminin ¢6ziim kiimesini bu- 2x-2 x—2 x—1

lunuz.

24.
xy + 3x =4 ve xy — x = —4 denklem sistemini sag-
layan x ve y kagtir?

25.
x*y —x* =1 ve xy = 2 denklem sistemini saglayan
x ve y degerlerini bulunuz.

26.
x2
=-3 denkleminin ¢6ziim kiimesini bu-
2x+3
lunuz.
27.
1 5 1 .
x—-—4+ — = — + —— denkleminin ¢6ziim

x+1 X x+1
kiimesini bulunuz.

28.
X+ + - X+ + 2 denkleminin ¢o-
x+3 x+1 x—1 x+3

zim kiimesini bulunuz.

29.
2 2

X+l txl =142 *1 denkleminin ¢oziim kii-
x—1 x—1

mesini bulunuz.

30.
X-3+vx+43 X ! denkleminin  ¢ozliim
Vvx—=3—-+/x+3
kiimesini bulunuz.
31.
2\/; denkleminin

1 1 ~
3-+9—+/x _3+\/9—\/§ Cox

¢Ozlim kiimesini bulunuz.

32.

V3x+10= 2x — 5 denkleminin ¢dziim kiimesini
bulunuz.

> -— =— denkleminin ¢oziim
x° =36 x"—-6x x"+6x
kiimesini bulunuz.

34.

2—2x - )26_2 = f_l denkleminin ¢oziim
x“+6x x"—6x x"+6x
kiimesini bulunuz.

35.
3% — 43" + 27 = 0 denkleminin ¢ozim kii-
mesini bulunuz.

Kokler Toplamini ve Kokler Carpimini Kokle-
ri Bulmadan Bulmak. Bana hi¢ 6yle bakmayin,
bu miimkiin! Hatta inanamayacaginiz kadar da ba-

sit.

_—b-AA _—b+A

= ——Vex= ——

2a 2a

oldugunu bildigimizden bu iki ifadeyi toplarsak
kokler toplamini, carparsak kokler ¢arpimini, ¢i-
kartirsak da kokler farkini buluruz. Yalniz, ben ca-
nim Oyle istedi diye eksili koke "x;"”, artili koke
"x,"" dedim. Anlayacagiiz bunlar yer degistire-
bilirler. Bundan dolay1 kdkler farkina buldugumuz
formdil, diger tiirlii diistiniildiigiinde isaret degistir-
melidir. Bunun i¢in sorularda ya bir kokiin dige-
rinden biiyiik oldugunu belirtir veya kokler farki-
nin pozitif degerini filan sorar. Siz de buna dikkat
edin. Isini garantiye almak isteyen kokler farki
formiiliinii mutlak deger i¢inde diistinebilir. Simdi
sOylediklerimizi sirasiyla yapalim:

—b—JA —b+A _-2b_-b

X1

X1tx=

2a 2a 2a a
xl_xzz(—b—\/Z)(—b+\/X):(—b)2—A
2a 2a 4a’
_4ac c
- 4q° _Z
—b-JA —b+A_ —2JA
|X1—X2|: - |:| |

2a 2a 2a

Ja_a

Boyle daha nice formiil bulmak miimkiin. Yu-
karda iki kokiin toplamini, carpimini ve farkini ve-
ren formiiller bulduk. Aynm1 formiilleri, koklerin
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kendisi i¢in degil de carpmaya gore tersleri igin,
kareleri i¢in, kiipleri i¢in ve akliniza gelen herhan-
gi durumlar i¢in de bulabilirdik. Bulun! Ayn1 asa-
gidaki soruda yaptigimiz gibi yapin.

Soru. x° — 2x — 4 = 0 denkleminin kokleri X1 ve X
olsun. x| < x, farzederek kékler toplamini, kékler
carpimini, diskriminanti, kékler farkini, koklerin
kareler farkim, koklerin kareleri toplamini, kékle-
rin kiipleri farkini, koklerin ¢arpmaya gére tersle-
ri toplamimi, kéklerin ¢arpmaya gore terslerinin
kareleri toplamint ve kokleri ayrt ayri hesaplayi-
niz.

Coziim: Denklemimizde a =1, b =-2 ve ¢ = 4
oldugunu not edelim.

x1to=—=——7=12,

=
=
S}

Il

I

|

Il

|
N

X=X =——=——=—

Xt -x = (1 —x2)(x1 +x2)
= 25.2=-445,

x12 + X22 =(x; +XQ)2 —2X1%2
=22_2(4)=12,

x13 —X23 =(x —)Cz)3 + 3x1x2(x1 — X2)
— (245 ) +3-(—4)-(-245)
= 405+ 245=-16+5

1 1 _x+x _-bla_-b_ -1

b

X, X, XX, cla c 2
11 x +x° 123
x. x, oxx,’ 16 4’
Kokleri formiilleri kullanmadan bulmak icinse x;
+tx,=2vex;—x;=-2 \/g esitliklerini taraf tarafa
toplayacagiz.
x1 =1 —\/g vexy =1+ \/gbulunur.

Soru. 3m — 2)x* + (2 — 4m)x + 5m — 6 = 0 denk-
leminin kokler ¢carpimi 2 ise kékler toplami kagtir?

Coziim: Kokler carpimmin formiili € oldu-
a

gundan =2 olmali. 5m — 6 = 6m — 4 esitli-

3m—-2
ginden m = —2 bulunur. O halde denklem —8x* +
10x — 16 = 0 halini alir ki kokler toplami da —b/a
formiiliinden 5/4 olarak bulunur.

Soru. 2x>— 10x + m — 2 = 0 denkleminin kékleri X1
ve xp dir. x; — 2x, = =10 olduguna gore xx, + m
toplami kagtir?

Coziim: x; ve x;’ye bagh iki bilinmeyenli bir
denklemimiz var. Aym1 seylere bagli ikinci bir
denklem daha bulabilirsek, ki bundan kolay ne
var, soru ¢oziilmiis sayilir.

x1—2x,=-10 ve x;+ x; =15 denklemleri ortak ¢o-
ziliirse x; = 0 ve x, = 5 olarak bulunur. Herhangi
birini denklemde yerine yazip (saglamasi gere-
kir), m = 2 oldugu anlasilir. O halde x;x, + m =
2’dir.

Soru. x> — 9x + 4 = 0 denkleminin kékleri X1 ve X
olduguna gore \/x_l + \/Z toplami kagtir?

Coziim: x; + x; = 9 ve x;x; = 4 esitliklerini ke-
narda bekletiyoruz.\/x_1 + \/Z = T olsun. Esitligin
her iki yanmnin karesini alalim. (x; + x;) +
2m= T* =9 + 22 = 13 olur. Buradan T =

V13 e ulagmak hi¢ de zor olmasa gerek. Niye po-
zitif karekokiinii aldik bir diigtiniin ama.

Soru. 5% — 6.5 + 125 = 0 denkleminin kokler
carpimi kagtir?

Coziim: “lkinci dereceden denklemlerin arasin-
da bu denklemin isi ne?’’ dediginizi duymayayim
sakin!. 5! = 5.5" oldugundan 0 = 5 — 6.5 +
125 = 5%~ 30.5" + 125 olur. 5° degerine A dersek;
A% — 304 + 125 = 0 denklemine ulasiriz ki, aln si-
ze ikinci dereceden bir denklem, ¢oziin ¢ozebildi-
giniz kadar!. 0 = 4> — 304 + 125 = (4 — 5)(4 — 25)
oldugundan 4 = 5 veya 4 = 25’dir. Tabii bize A’y1
soran yok. A bizim hayali kahramanimiz. Gergek
olan 5"dir. 5" = 5 ve 5" = 25 esitliklerinden x = 1
veya x = 2 bulunur, o halde bu x degerlerinin ¢ar-
pimi 2°dir.

\ Alstirmalar. |

36.

x>+ 5x — 2 = 0 denkleminin kokler carpimi kactir?

37.

x* — 3x — 6 = 0 denkleminin kokler carpimi kagtir?

38.

2x* ; 5x — 8 = 0 denkleminin kokler carpimi kagtir?
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39.

3x* — 6x + 11 = 0 denkleminin kékler toplami kac-
tir?

40.
(3x+2)27(3x+2

X X
toplami kagtir?

) — 6 = 0 denkleminin kokler

41.

x> = 9] — |x — 3| = 0 denkleminin kékler carpimi
kagtir?

42.

|x* — 7x + 12| — |4x — 16| = 0 denkleminin kokler
toplami1 kagtir?

43.
x-1 + X L 0 denkleminin kdkler toplami
x—3 x+5
kagtir?
44.

(2 — x)* = 5|x = 2| + 6 = 0 denkleminin kokler top-
lami1 kagtir?

45.
3% — 43" + 27 = 0 denkleminin kokler garpimi
kagtir?

46.
(3m — 2)x* + (2 — 4m)x + 5m — 6 = 0 denkleminin

kokler ¢arpimi % ise m kagtir?

47.
(2m + 1)x* — 3m + 3)x + 4m — 3 = 0 denkle-minin

kokler toplami —% ise m="?

48.
2x* — 8 + m — 2 = 0 denkleminin kokleri x| ve
x2dir. x1— 2x,= -5 olduguna gore m kagtir?

49.
x* — 8x + 2m — 2 = 0 denkleminin koklerinden biri,
digerinin 3 kat1 ise m kagtir?

50.

(2a — 3)x* — (2a + 2)x + 3a — 2 = 0 denkleminin
kokleri x; ve x; dir. 2-x; + 2-x; = 3-x1x; olduguna
gore a kagtir?

51.

3x*— (m + D)x + 2 = 0 denkleminin kokleri x; ve x,

) 4 .
dir. x12x2 + x1x22 = 5 ise m kactir?

52.

m > 0 ve x> — mx + 16 = 0 denkleminin kokleri X1
ve xo°dir. x; =x," ise x| + x, kagtir?

53 .

(m —2)x*— (m + 1)x + m + 2 = 0 denkleminin kok-
lerinin x; ve x; oldugu biliniyor.

(3x1—2)-(3x2—2) =0 ise m kagtir?

54.
x>+ (p — 3)x + 2¢ = 0 denkleminin kokleri p ve ¢
ise2g—-3p=7?

55.
(m + Dx*=2(m — Dx + 2m = 0 denkleminin kok-

. .1 1 2,
leri x1 ve x; dir. —+—=="1ise m kagtir?
x x, 3

56.

x>+ (2 — a — a*)x — a* = 0 denkleminin kokler top-
lam1 O ise, bu denklemi saglayan a degerlerinin
toplam1 kagtir?

57.
x*—mx +n—mx=0vex>+nx+m+nx=0 denk-
leminin koklerinin aritmetik ortalamasi 4 oldugu-

na gore m — n farki kagtir?

58.

(2m + 3)x* — 2m + 4)x + m = 0 denkleminin kok-
lerinin aritmetik ortalamasi —1 ise karelerinin top-
lam1 kactir?

59.

(2p + 1x* — (p — Dx + 2p — 2 = 0 denkleminin
koklerinin geometrik ortalamasi 4 ise koklerin
aritmetik ortalamasi kagtir?
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60.

x> + 2x — 3| = |x* — 3x + 2| denkleminin kok-
lerinin ¢arpimi kagtir?

61.

¥5-410x—x> = 1 denkleminin koklerinin
carpmaya gore terslerinin karelerinin toplami kag-
tir?

62.
— gx* + x — 4p = 0 denkleminin kékleri p ve ¢

iseyp’ +q° =7

63.
¥* — 12x + 4 = 0 denkleminin kokleri x; ve x; ol-
duguna gore L+L kactir?
\/x_1 X,
64.

x* — 3x — 4 = 0 denkleminin kokleri x| ve x; ol-
duguna gore x; > x; iken atoxt=2

Ortak kokler. Bazen bir veya daha ¢ok sayi, iki
veya daha ¢ok denklemi birden saglar. O du-
rumda birden fazla denklemin kokii olmus olurlar.
Bu yiizden de “’ortak’ sifatiyla anilirlar. Hatta
tiim kokleri ortak olan ama birbirlerine goriiniiste
hi¢ benzemeyen denklemler de yazmak miimkiin-
diir. 2* = 16 ile x — 4 = 0 denklemlerini diisiiniin.
Her ikisinin de tek kokii vardir, 4. Iste 4, bu iki
denklemin ortak kokiidiir.

X+2x-5+a=0
X +d4x—T+a=0
denklemlerinin birer kékii ortak ise a kactir?
Coziim: Ortak olan kdke m diyelim. O halde m
degeri her iki denklemi birden saglamalidir.
m*+2m—-5+a=0
m*+4m—T+a=0
esitliklerinden m’y1 bulmak amaciyla denklemleri
esitleyelim:
m*+2m—5+a=m*+4m—"T+a
esitliginden 2m — 5 = 4m — 7 yani m = 1 bulunur.
Ortak kokii bulduk. Simdi bu kokii canimizin iste-
digi denklemde yerine koyacak ve saglamasini
bekleyecegiz. Bunu yapinca a = 2 oldugunu gorii-
riiz.

Soru.

Soru. x° + ax + b = 0 denkleminin bir kékii 3, X+
cx +d = 0 denkleminin bir kékii —5’tir.

Bu iki denklemin diger kokleri ortak ise a — c farki
kactir?

Coziim: Ortak olan kdk yine m olsun. O halde ilk
denklemin kokleri 3 ve m, ikinci denklemin kokle-
ri =5 ve m olur. Diger yandan kokler toplaminin
formilii geregi 3+ m=—-ave—5+m=—c’dir.
a—c=(-3—-m)—(5—m)=-8 bulunur.

Bu soruda a ve c ile alakali seyler sordugundan
kokler toplamindan gittik, eger b ve d ile alakal
bir soru gelseydi, kokler carpimindan gitmek daha
mantiklt olurdu.

Kokleri bilinen ikinci dereceden denklemlerin
yazilmasi. Su ana kadar bize verilen her tiirli
ikinci dereceden denklemin koklerini bulmay1 6g-
rendik, sadece bunla da kalmadik, toplamlarini,
farklarini, ¢arpimlarini bile bulduk. Simdi de bize
denklemin koklerini verip, kokleri bu olan denk-
lem veya denklemleri bulun diyecek.

Yine kolay anlamaniz amaciyla ilk 6rnegimizi sa-
yisal verilerle ¢ozelim:

Soru. Kokleri 3 ve 4 olan ikinci dereceden bir
denklem yaziniz.

Coziim: Kok ne demekti? Denklemi saglayan de-
ger. Yani 3 ve 4 bu denklemi sagliyormus. Poli-
nomlar dersinden hatirlarsiniz, bir P(x) polinomu
(x — 3) ile boliinebiliyorsa P(3) = 0 idi. Yani P(x)
polinomunda x goriilen yere 3 yazilirsa, denklem
saglaniyordu. Burada da hem 3 hem de 4 yazilinca
saglantyor olmali. O halde denklemimiz hem (x —
3)’e hem de (x — 4)’e boliiniiyor olmali, yani bun-
lar1 birer ¢arpan olarak igcermeli. Yalniz bunlari
carpan olarak igeren sonsuz tane ikinci dereceden
denklem vardir. Mesela 2(x — 3)(x — 4), 3(x — 3)(x
—4) veya 4(x — 3)(x — 4). Daha da yazabilecegimi-
zi anlamigsinizdir. Dolayisiyla biz bu mealde so-
rulan sorular1 ‘’bagkatsayist 1 olan’> anlaminda
cevaplayacagiz. Simdi genel formiilii bulabiliriz:

Soru. Baskatsayist 1 olup, kokleri x; ve x, olan
ikinci dereceden denklemi yaziniz.

Coziim: (x — x;) ve (x — xp) carpanlarini igerece-
gini artik biliyoruz. Baskatsayis1 da 1 oldugundan
bu denklem kesinlikle (x — x1)(x — x2) = 0 olmali.
Durmayalim, parantezleri agalim bakalim: x* — x;x
— XX + x1x2 = 0 yani ¥ — (x1 + x2)x + x1x2 = 0 olur.
X1 + x; toplamin1 7, x1x, ¢arpimini da C ile goste-
rirsek, genel formiiliimiiz

= Tx+ c=0
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halini alir. Eger bagkatsayis1 1 degil de £ olan1 bu-
lun deseydi, bulugumuz bu denklemi £ ile ¢arpma-
miz yeterdi,

kP —Tx+ Q) =k —kIx +kC =0
gibi yani.

Soru. Kokleri 1 ++/2 ve 1 —+/2 olup, baskatsayisi
3 olan ikinci dereceden denklemi yaziniz.

Coziim: k=3, T=1++/2 +1-2 =2ve C=(1
+4/2)(1 =+/2) = -1 oldugundan k(x> — Tx + C) =
3(x* = 2x + (=1)) = 3x* — 6x — 3 = 0 olmalidir.

Soru. Baskatsayisi =3 olup, koklerinden biri 5 —

V2 olan rasyonel katsayili ikinci dereceden denk-
lemi yaziniz.

Coziim: Ikinci dereceden denklemlerin koklerinin
formiiliinii hatirlaymiz.

~bh—/A
= ve
2a
idi. Buradan s0yle bir mantik yiiriitmekte mahzur
gormiiyoruz. Eger koklerinden biri irrasyonel ise
digeri de irrasyoneldir. Ciinkii denklemin diskri-
minant1 yani A’st tamkare degilmis ki ilk kok ir-
rasyonel ¢ikti, e ayni koklii ifade diger kokiin for-
miiliinde de var. O halde irrasyonel olmasi kaci-
nilmaz. Diger yandan katsayilarin rasyonel olmasi
bize diger kokiin sadece irrasyonel olmakla kal-
may1p, ilk kokiin eslenigi olmasi gerekliligini de
anlatir. Eslenigi olmasaydi hem kokler carpimi
rasyonel olmazdi hem de belki kokler toplami. Ki
koklerin formiillerine ayr1 ayr1 bakarsaniz, bunla-
rin birbirlerinin eslenigi olmas1 gerektigini zaten

anlarsiniz. Bu sebeple bir kok 5 —/2ise diger kok

5+~/2 olmahdir. Bu yiizden kokler toplami 10 ve
kokler carpimi 23’tiir. Bunlar1 formiilimiizde ye-
rine yazarsak; k(x> — Tx + C) = —3(x* — 10x + 23) =
~3x” + 30x — 69 = 0 buluruz.

—b+/A
X1 _—
2a

‘ Alstirmalar. ‘

65.
Kokleri 2 ve 3 olup, bagkatsayisi 1 olan ikinci de-
receden denklemi yaziniz.

66.
Kokleri 3 ve — 5 olup, baskatsayis1 —2 olan ikinci
dereceden denklemi yaziniz.

10

67‘
Kokleri —2 ve —4 olup, baskatsayis1 1/2 olan ikinci
dereceden denklemi yaziniz.

68.
Kokleri 1/2 ve —1/3 olup, bagkatsayis1 1 olan ikin-
ci dereceden denklemi yaziniz.

69.

Baskatsayis1 3 olup, koklerinden biri 4 —+/2 olan
rasyonel katsayili ikinci dereceden denklemi yazi-
niz.

Simdi de iki veya daha ¢ok ikinci dereceden denk-
lemin koklerinin birbirleri arasindaki bazi i-
liskileri inceleyecegiz. Ornegin, 6niimiizde duran
bir ikinci dereceden denklemin kd&klerini bulma-
dan, dyle bir denklem yazacagiz ki, kokleri, onii-
miizdeki denklemin kdoklerinin ikiser kati, yarisi,
bazen de karesi olacak. Olmayacak bir sey yok.
Yeter ki iste! Nasil yapacagimizi asagidaki soru-
nun ¢oziimiinde detayli olarak anlattim.

Soru. Oyle bir ikinci dereceden denklem yaziniz
ki, kokleri x* — 3x + 1 = 0 denkleminin koklerinin
ikiser kati olsun.
Coziim: Yok daha neler! Aslinda uzun ama insa-
nin aklina dnce soyle bir yol geliyor: Bana vermis
oldugu denklemin koklerini bulsam, bu kdklerin
herbirini 2 ile ¢arpsam, daha sonra da bu koklere
sahip ikinci dereceden denklemi yazsam... Bravo,
dogru, ama ¢ok uzun olur. Hatta sirf bu yoldan git-
tigine veya kisa yolunu bilmedigine pisman ol di-
ye verdigi denklemin kdokleri rasyonel olmaz, ay-
nen bu sorudaki gibi. Bazen reel say1 bile degildir,
bir sonra sorulacak soruda olacagi gibi. Onun i¢in
siz asagida yaptigimiz ¢éziime kulak kabartin:
x> —3x + 1 = 0 denkleminin kdklerine a ve b diye-
lim. Koklerin toplam1 ve ¢arpimi formiillerinden a
+ b =3 ve ab = 1 oldugunu biliyoruz, not edelim.
Kokleri 2a ve 2b olan ikinci dereceden denklemi
ariyoruz. E, biz bunu bulmay1 6grenmistik.

X —Tx+C=x"—Q2a+2bx+(2a2b)=0
olur. a + b ve ab degerleri yerlerine yazilirsa x* —
6x + 4 = 0 bulunur.

Soru. x° — 2x + 5 = 0 denkleminin kéklerinin kare-
lerini k6k kabul eden ikinci dereceden bir denklem
yaziniz.

Coziim: x* — 2x + 5 = 0 denkleminin koklerine a
ve b diyelim. a + b = 2 ve ab = 5 oldugunu bili-
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yoruz. Birazdan kokleri a® ve b* olan ikinci dere-
ceden denklemi yazacagimizdan a® + b* ve a°b’
degerlerini hemen bulalm. a* + b* = (a + b)* —
2ab =2% — 2.5 = —6 ve a’b”* = 25 oldugundan ara-
nan denklem x* + 6x + 25 = 0 denklemidir.

\ Alstirmalar. \

70.

x> — 2x + 4 = 0 denkleminin kokleri x; ve x, ise
kokleri (x; — 2) ve (x2 — 2) olan ikinci dereceden
bir denklem bulunuz.

71.
x* — x — 3 = 0 denkleminin kokleri X1 ve x; ise kok-
leri 2x; ve 2x, olan ikinci dereceden bir denklem

bulunuz.

72.

x* + x — 7 = 0 denkleminin kékleri x; ve x, ise
kokleri (3x; + 1) ve (3x, + 1) olan ikinci dere-
ceden bir denklem bulunuz.

73.

x* + 2x — 5 = 0 denkleminin kokleri x; ve x, ise

kokleri i ve L olan ikinci dereceden bir denk-
X X,

lem bulunuz.

74.

x> + 3x — 1 = 0 denkleminin kokleri X] Ve Xxp ise
kokleri xlz ve x22 olan ikinci dereceden bir denk-
lem bulunuz.

7S.

x* —x — 1 = 0 denkleminin kokleri x; ve x, ise kok-

leri (i Y ve (L)2 olan ikinci dereceden bir
X X,

denklem bulunuz.

76.

x* + 3x — 3 = 0 denkleminin kokleri X] Ve X 1se

kokleri (x; + L) ve (xy + i) olan ikinci derece-
Xy X
den bir denklem bulunuz.

11

7.
x* —x— 5 =0 denkleminin kdkleri x; ve x, ise kok-
leri x12-x2 ve xzz-xl olan ikinci dereceden bir denk-

lem bulunuz.

78.
x> — x + 1 = 0 denkleminin kokleri X1 V€ X 1s€
kokleri x;° ve x,° olan ikinci dereceden bir denk-

lem bulunuz.

II1. Uciincii Dereceden Denklemler. ikinci dere-
ceden denklemleri bu kadar iyi calistiktan sonra,
Yok mu bunun daha biiyiik dereceden olanlar1?’’
dediginizi duyar gibiyim. insanin istah1 kabar1yor.
a sifirdan farkli olmak iizere ax® + bx* + cx +d =0
bigimindeki denklemlere iiciincii dereceden
denklemler denir. Boyle denklemlerin "x;", "x,"
ve ""x3"" diye adlandiracagimiz ti¢ kokii vardir. Ta-
bi, bu kokleri bulmak birinci ve ikinci dereceden
denklemlerde oldugu kadar kolay degil. Ama bu
koklerin nasil bulundugunu merak edenler i¢in ya-
zimin ilerleyen kisimlarinda bu metodu acikla-dim.
Sadece fiiciincii degil, dordiincli dereceden denk-
lemlerin koklerini bulmaya yarayan metodu da
yazdim.

Keske benim de sizler gibi daha lisede okurken bu
metotlart 6grenebilme sansim olsaydi. ©

Uciincii dereceden denklemlerin koklerini bul-
mak cok karisik olsa da kokleri arasinda ¢ok basit
iligkiler vardir. Bunlar1 kanitsiz verecegiz:

-b
Xptxptx3=—,
a

c
X1xp tX1x3 + X0x3 = —,
a

—d
X1X2X3 = —.
a

Ayrica, belki sirast degil ama, bir denklem ka-
¢inc1 dereceden olursa olsun, koklerinin toplami

b e e
——"dir. Ne demek istedigimizi anlamigsinizdir.
a

x"1i terimin katsayisinin x™’1i terimin katsayisina
oraninin ters isaretlisi. Simdi biraz bu formiilleri
kullanacagimiz sorular ¢dzecegiz. Yalniz bu tip
sorularda sik¢a goriilen ortalamalar1 tekrar hatir-
lamakta fayda var:
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1. Aritmetik ortalama. x;, x,, x3, ..., x, reel sa-
yilariin aritmetik ortalamasi (ortasi)
X+ Xy + X+t X,

n
seklinde tanimlanir.

a ve b gibi iki reel saymin aritmetik ortasi
a+b

ve a, b, ¢ gibi {i¢ reel saymnin aritmetik

b+c

. a+
ortasi ise olur.

2. Geometrik ortalama. x;, x, x3, ..., x, pozitif
reel sayilarinin geometrik ortalamasi (ortast)

R1X). X, .X5...X,

seklinde tanimlanir. Geometrik ortanin diger bir
ad1 ise orta orantidir.
a ve b gibi iki pozitif reel saymin orta orantisi

vab ve a, b, c gibi Ui¢ pozitif saymin geometrik

ortasi ise i/ abc olur.

3. Harmonik ortalama. Sifirdan farkli x;, xo,

X3,..., Xxp reel sayilarinin harmonik ortalamasi
(ortasi)
n
1 1 1 1
——F—t .+ —
X1 X X Xy

seklinde tanimlanir.
a ve b gibi sifirdan farkli iki reel saymin

harmonik ortasi ve a, b, ¢ gibi sifirdan

a+b
farkli ii¢ reel saymin harmonik ortasi ise
2abc

——— olur.
ab +ac + bc
4. Aritmetik dizi. Ardisik iki teriminin farklar
sabit olan dizilerdir.
X1, X2, X3, ..., X gib1 bir aritmetik dizide herhan-
gi bir terim kendisine esit uzaklikta bulunan
komsularinin aritmetik ortasidir. Ornegin,
X, + X,
X2= —.
2
5. Geometrik dizi. Ardisik iki teriminin orani
sabit olan dizilerdir.
X1, X2, X3, ..., X, gibi bir geometrik dizide her-
hangi bir terim kendisine esit uzaklikta bulunan
komsularinin geometrik ortasidir. Ornegin,

X2 = /XX .
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Soru. x° — 3x* — mx — 64 = 0 denkleminin kokleri-

nin aritmetik ve geometrik ortasimin toplami kag-

tir?

Coziim: Denklemimizin koklerinin aritmetik orta-
X +x,+x; 3

st 3 = 3 =1, diger yandan geometrik

ortast 3/x,x,x; = V64 =4 oldugundan cevabimiz
5 olmalidir.

Soru. 2x° — (3m + 4)x* — 4m + 1 = 0 denkleminin
kokleri x| x; ve x3 olsun. x; + x, + x3=5 olduguna
gore m + x| x, x3 toplami kagtir?
Coziim: 5 = x;1 + x2 + x3 b
a
dan 3m + 4 = 10, dolayistyla m = 2 bulunur. Bu

durumda denklemimiz 2x° — 10x*> — 7 = 0 halini

3m+4

oldugun-

aldigindan xx,x3 = iz Z olur. O halde sorulan
a

m + xj xz x3 toplam1 2 + 7/2 = 11/2 olur.

Soru. x> + 3x> — mx + 15 = 0 denkleminin kokleri

X1,X2ve x3ise + ! +
XXy XX

Coziim: ! + ! + ! =
XXy XX

_=bla b 3 1

=—=—=— olur.

_dla d

kagtir?
Xy X3

Xy + X, +Xx,

XX,

Soru. x° + wx’ — 3x + 15 = 0 denkleminin kokleri-
nin harmonik ortasi kactir?
Coziim: Kokler her zamanki gibi x;_x; ve x3 olsun.
Harmonik ortanin formiilii geregi

2X,%,X, _2(-d/a) -2d _

cla c
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XXy + X, X5 + XX,
bulunur.

Soru. x° + kx — 12 = 0 denkleminin tiim koklerinin
isaretlerini bulunuz.

-b
Coziim: x; + x; + x3 =—= 0 oldugundan {i¢ ko-
a

kiin igii de pozitif veya li¢li de negatif olamaz,
clinkii toplamlart sifir olamazdi. O halde ya ikisi
pozitif biri negatif, ya da ikisi negatif biri pozitif-
tir. Hangisi olduguna da kokler ¢arpimindan karar
verecegiz.

X1X2X3 = iz 12 oldugundan iki kokii negatiftir.
a

Eger tek kokii negatif olsaydi kokler carpimi da
negatif ¢ikardi. Umarim anlamigsinizdir.
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\ Alstirmalar \

79.

5x° = (3m + 4)x* — 3m + 1 = 0 denkleminin kokleri
X1, X2 ve x3 olsun. x; + x; + x3 = 2 oldu-guna gore
X1-X2-x3 carpimi kactir?

80.

3 2
X —X

tir?

—x — 1 =0 denkleminin kokler toplami kag-

81.
x4+ x>+ 2x — 5 = 0 denkleminin kokler ¢arpimi
kagtir?

82.

x*+ x°— x + 2 = 0 denkleminin kokler toplam kag-
tir?

83.

x'" = x'°+ 2x — 3 = 0 denkleminin kokler garpimi
kagtir?

84.x° + mx* — 7x + 15 = 0 denkleminin kokleri x;.
X Ve x3 ‘tur.

1 1 1
+—+

XXy XXy XX

1
3
ise m kagtir?

85.

x* = 3x*+ (m + 2)x + m — 2 = 0 denkleminin kokii-
niin aritmetik ortalamasi, ti¢iincii koke esit oldu-
guna gore m kagtir?

86.
2x° + 6x* + 2m — 1)x + m + 1 = 0 denkleminin
kokleri, aritmetik dizi olusturuyorsa m kagtir?

87.

¥ — 2x* — 5x + 6 = 0 denkleminin koklerinin kare-
leri toplami kagtir?

88.

Bagkatsayis1 2 olup, kokleri 1, 2, 3 olan {iciincii
dereceden denklemi yaziniz.

89.
Bagkatsayis1 —1 olup, kokleri 2, -3, 4 olan ticiincii
dereceden denklemi yaziniz.
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90.
Baskatsayis1 1 olup, koklerinden biri 1 digeri 1 —

V2 olan rasyonel katsayili ii¢lincii dereceden
denklemi yaziniz.

91.

iki kokii 3 ve +/5—+/3 olup, baskatsayis1 2 olan

rasyonel katsayili {igiincii dereceden denklemin
koklerinin ¢arpimi kagtir?

92.

Bir kékii 7 —+/2, bir digeri —3 olan rasyonel kat-
sayil1 liglincii dereceden denklemin koklerinin top-
lam1 kagtir?

93.
X - qx2 — 5x + 6 = 0 denkleminin koklerinin

harmonik ortas1 kactir?

94.
x° — 6x% + ax + 2 = 0 denkleminin koklerinden biri
diger iki kokiin toplami ise a kagtir?

95S.

x* + bx — 8 = 0 denkleminin ii¢ kokii de reel sayi-
dir. Bu koklerden kacinin pozitif, kacinin negatif
oldugunu bulunuz.

96.

Bagkatsayis1 1 ve kokleri hem aritmetik dizi, hem
de geometrik dizi olusturan li¢ ardisik say1 olan
ticlincii dereceden denklemi bulunuz.

Bir yol. Bazi iiciincii dereceden denklemlerin kok-
lerini bulmak icin illa da bir formiil veya ilerde
aciklayacagimiz metodu bilmeye gerek yoktur.
Ornegin, x = 8 denklemini hepimiz ¢o6zebiliriz.
Bu kadar basit olmasa da bazen bagka yollar var-
dir. Bunlardan birincisi, kokler toplami, koklerin
ikiser ikiser ¢arpimlarinin toplam1 ve koklerin car-
piminin formiillerini bildigimizden ii¢ bilinmeyen-
li ii¢ denklem c¢oziilebilir. Ama bu ¢éziim c¢ogu
zaman kabus gibidir.

Ikinci yol ise verilen iigiincii dereceden denklemi
carpanlarina ayirmaktir. Becerebilirsek tabii ki. ..
Ugiincii yol ise en mantiklisi, ama tekrar hatirlata-
lim, buna her denklem izin vermez. Soyle:
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Kokler g¢arpiminin _4 oldugunu hatirlaymn. O
a

halde koklerin hepsi bu _4 sayisinin bdlenleri-
a

dir. Dua edelim ki tam bdleni olsunlar. Tam bo-
lenleri saglamasa bile deneme yanilma yoluyla
tiim derdimiz sadece bir kokii bulmak olacak. Iste
bdyle bir kok bulabilirsek, drnegin bulduk ve o
kok 1 olsun, o halde denklem (x — 1) ile tam bdlii-
nebilmeli diyerek, denklemi (x — 1)’e bdlecegiz.
Boliimde ¢ikan ikinci dereceden denklem de bize
diger iki kokii altin tepside sunacak. Hemen bir
ornek ¢cozeyim:

Soru. x* + x* — 4x + 2 = 0 denkleminin tiim reel
koklerini bulunuz.
Coziim: 2°nin bdlenlerini, tek tek, sagliyor mu di-
ye deneyecegiz. Ben denedim, ‘1’ sagladi. He-
men denklemi (x — 1)’e bolelim.

xj+x22—4x+2 x—1

- X —x X+ 2x -2
2% —dx+2
— 2P -2x .
2x+2
- 2x+2
0

x> + 2x — 2 = 0 denklemini ¢6zerek de diger iki
kokii merak ediyorsaniz bulabilirsiniz.
0=x"+2x-2=x"+2x+1-3

=(x+1y-3
oldugundan x + 1 = * 3 olur. Buradan da diger
iki kok —1 —+/3 ve —1 ++/3 bulunur.

‘ Ahstirmalar ‘

Asagida verilen iiglincii dereceden denklemlerin
reel koklerini bulunuz.

97.

X —4x=0

98.

X +4x*+4x=0
99.

X —4x* +4x=0
100.

3x° — 3xy3 =0

101.
8x° —y3 =0

102.
x3y3 -1=0

103.
64— 274> =0

104.

2+ 7% +5x=0

105.
¥ -3 +5x-3=0

106.
¥4 +5x-2=0

107.

A -3x-6=0

108.
2 —x?—5x-30=0

109.
3 —x—188=0

110.
¥ -3 +3x-1=0

111.
6>+ 12x+8=0

Esitsizlikler

Sayilar dersinin sonunda bu dersin basin1 gormiis-
tik hatirlarsaniz. O zamanlar adina sadece birinci
dereceden denklemleri i¢ceren manasinda ’Basit
Esitsizlikler’” demistik. Simdi de daha biiyiik de-
receden denklemleri igeren ’Zor Esitsizlikler’’e
geldik©

Esitsizlik ¢ozmek, kaba tabirle, bir £, fonksiyonu-
nun hangi x degerleri i¢in pozitif, hangi x degerleri
icin negatif ve hangi x degerleri i¢in sifir oldugunu
bulma islemidir.

Kurali birinci dereceden bir polinom olan fonksi-
yonlar i¢in esitsizlik ¢ozmeyi 6grenmistik. Simdi
de daha biiyiik dereceden fonksiyonlar i¢in 6gre-
necegiz. Once birinci dereceden olanlar1 nasil
¢ozdliglimiizii hatirlayalim:
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Ornek. f(x) = 4x — 8 < 0 egitsizliginin saglandig
araligr bulalim.
Coziim: Istemediginiz kadar ¢ok yol var. Biz iki
tanesini verecegiz. Siz bu tip sorular birinci yol-
dan ¢ozeceksiniz ama ikinci yol daha biiyiik dere-
ceden esitsizlikleri ¢ozerken kullanacagimiz yol
olacak, ona da bakin, alistirma olsun.
Birinci yol. Ayni esitlikmis gibi davranacagiz:
dx-8<0,
4x <8,
x<2.
Ikinci yol. f{x) = 4x — 8 = 0 denkleminin k&kiinii,
yani 2’yi bir kenara yazin. Bir say1 dogrusu ¢izip
tizerinde isaretleyebilirsiniz de, size kalmis. Sonra
fonksiyonun kuralinin bagkatsayisinin isaretini
2’nin sagina yazin, zit isaretlisini de soluna. Soyle
yani:
- 2 +
Bizden f(x)’in sifirdan kii¢iik oldugu yani negatif
oldugu yerler soruldugundan, bu da bizim tasviri-
mizde 2’nin solunda bulundugundan, ¢6ziim arali-
ginin 2°den kiiciik sayilar oldugunu anlariz. Bunu
x < 2 seklinde gosterebilecegimiz gibi, (—oo, 2)
seklinde de gosterebiliriz.
Birinci dereceden esitsizlikleri ¢6zerken bu meto-
da hi¢ gerek yok ama daha biiyiik dereceden esit-
sizlikler de ilag gibi geliyor.
Hemen mertebeyi yiikseltiyoruz. Konu anlatimini
soruyu ¢ézerken yapayim:

Ornek.
(x=2)(x+5)<0
esitsizliginin ¢oziim araligint bulalim.
Coziim: Bu sefer esitsizligimiz ikinci dereceden
oldugundan 2 kokiimiiz var. Hem de birbirinden
farkli iki kok. Hemen bunlari bir kenara boy sira-
sina gore diziyoruz, kiigiikten biiyiige:
-5 2
Bu iki say, iizerine isaretlediginiz say1 dogrusunu
lic parcaya ayirir. —5’in solu, —5 ile 2 aras1 ve
2’nin sag1 diye. Iste o 2’nin sagna fonksiyonun
bagskatsayinin isaretinin yazacagiz. Eger fonksiyo-
nun kurali ¢arpanlarina ayrilmis halde bize veril-
migse, fonksiyonu olusturan carpanlarin bagkatsa-
yilarinin isaretlerinin ¢arpimini en saga yazariz, ki
burada bu "+ oluyor, sonra sola dogru bir zit isa-
reti, bir ayni isareti yazacagiz:
+ -5 2+
Bize soruda fonksiyonun sifirdan kii¢iik yani ne-
gatif oldugu yerler soruldugundan, bu da tasviri-
mizde -5 ile 2 arasinda goriindiigiinden cevabimiz
(=5, 2) olmalidir.
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Ornek.

x=2)(x+5<0
esitsizliginin ¢oziim araligint bulalim.
Coziim: Bu sefer bir 6nceki 6rnege gore koklerin
degismeyecegini goriiniiz. Sadece 6nceden —5 ve
2 esitsizligi saglamiyordu, simdi saglhiyorlar, o
halde bu kokleri de ¢oziime dahil edecegiz:
C.A.:[-5,2].

Ornek.
x—=2
x+5
esitsizliginin ¢oziim araligini bulalim.
Coziim: Yine kokler ayni, bu yiizden ilk ¢oziimle
bir farki yok, cevap: (-5, 2).

<0

Ornek.

X2

x+5
esitsizliginin ¢oziim araligini bulalim.
Coziim: Hatirlarsaniz, carpanlar carpim duru-
mundayken "< 0" yerine "< 0" dediginde her iki
kokii de almistik. Simdi de dyle yapmamiz gerekir
ama bu sefer x + 5 ¢arpani payda da oldugundan —
5 esitsizligi saglamaz. O halde cevap olarak (-5,
2] demeliyiz. Unutmaym ki, kaginci dereceden
olursa olsun, hi¢bir zaman paydanin kdklerini ¢o-
ziime dahil edemeyiz.

Pratik yol. Bu ¢oziimlerden sonra, ikinci derece-
den esitsizliklerin ¢oziimiiyle ilgili s0yle bir genel-
leme yapabiliriz:

Bagkatsay1 "'+ iken,

"< 0" denmigse kokler arasi,

"> (0" denmisse koklerin dis1 ¢6ziim olur.
Bagkatsay1 ""—"" iken,

"< 0" denmisse kokler disi,

"> (0" denmisse kokler arasi ¢oziim olur.

Kokleri ¢oziim araligina dahil edip etmeyecegi-
miz, esitligin verilip verilmedigiyle ilgilidir, bir de
ifadenin payda m1 paydada m1 olduguyla.

3 ve daha biiyiik dereceden esitsizlik ¢oziimleri.
Buradaki yolun, birinci dereceden esitsizliklere
uyguladigimiz ikinci yoldan ve ikinci dereceden
esitsizliklere uyguladigimiz tiim yollardan hi¢ far-
k1 yok. Sadece burada kok sayisi1 bazen daha fazla
oluyor, ama teknik degismiyor.
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Ornek.

x+5)x-2)x=>0
esitsizligini saglayan x’lerin hangi aralikta oldu-
gunu bulalim.
Coziim: Derhal ii¢ kokii de yazalim:

-5 0 2

Ug carpanm {iciiniin de baskatsayilar1 pozitif, o
halde ii¢ pozitifin ¢arpimi da pozitif olacagindan
en saga "'+'" yazacagiz. Bir zitti, bir kendisi, bir
zitt1, bir kendisi diye sola dogru ilerleyecegiz:
-5+ 0 - 2 +
Esitsizlik "> 0" durumunda oldugundan hem "'+"’
yazan araliklar1 hem de kokleri alacagiz. O halde
cevabimiz: [-5, 0] U [2, ).
Sonsuza giden ifadelerin her zaman acik parantez-
le gosterildigini de tekrar hatirlatalim.

Ornek.

—x+3 >0

x—x-2
esitsizligini saglayan x’lerin hangi aralikta oldu-
gunu bulalim.

Coziim: Kokleri yazacagiz ama payda ¢arpanlari-
na ayrilmis durumda olmadigindan kokler bir ba-
kista goriinmiiyor. Hemen payday: da ¢arpanlarina
aylriyoruz:
-x+3 = —x+3
xP-x-2 (x=-2)(x+1)
Derhal ii¢ kokii de yazalim:

-1 2 3
Ug carpanin bagkatsayilarimin isaretlerinin ¢arpimi
negatif oldugundan en saga """ yaziyoruz, gerisi
bildiginiz gibi:

+ -1 2 + 3 -
Sifirdan biiyiik veya esit oldugu yerler soruldu-
gundan ""+" yazan yerleri alacagiz, esitlik oldu-
gundan kokleri de alacagiz ama paydada olanlar
degil, payda olanlari.
C.A.: (-0, 1)U (2, 3].

Bir de daha daha biiyiik dereceden bir esitsizlik
¢ozelim ki hepsinin ¢ocuk oyuncagi olduguna ikna
olun:

Ornek.
x-(—x+3)-(4-x) <0
(x=2)-(x+1)-(—x-9)
esitsizliginin ¢oziim araligini bulalim.
Coziim: Kokler siritiyor, hemen kaydedelim:
-5 -1 0 2 3 4
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Carpanlarin bagkatsayilart li¢ pozitif, li¢ negatif
sayidan olustugundan ¢arpimlar1 negatif olur, en
saga "'—'" yazip, sola dogru ilerleyin.

-5 + -1 0+ 2 - 3 + 4 -
Sifirdan kiigiik veya esit oldugu yerler soruldu-
gundan, """ yazan yerleri alacagiz, esitlik de ve-
rildiginden payin kdklerini de. O halde,

C.A.: (—o,=5) U (-1,0] U (2,3] U [4, ©)

Asagidaki soruyu ¢6zebilmek buraya kadar anlati-
lan her seyi siiper anlamis olmak demektir. Liitfen
¢oziime bakmadan once kendi basiniza ¢ozmeyi
deneyiniz.

Ornek. a* < a ve b < |b| iken
(2x —a)bx S
ax—1
esitsizliginin ¢oziim kiimesi nedir?
Coziim: a’nin pozitif basit kesir, b’nin de negatif
oldugu gizli kapakli verilmis, hemen onu gordiik,
simdi sorunun ¢dzlimiine gegiyoruz:

0

Kokler %, 0 ve ! oldugunu not edelim ama bun-
a

lar1 kiigiikten biiylige siraya dizmek gerekecek. a
pozitif basit kesir oldugundan kiiciikten biiyiige si1-
ra sudur:

Carpanlarin bagkatsayilar1 2, b ve a oldugundan
bagkatsayilar carpimi1 2ab, yani negatiftir, o zaman
en saga ''—'' yazacagiz:

a

2
Sifirdan biiyiik olan yerler soruldugundan ¢éziim

+ 0 - TR
a

araligimiz (-, 0) U (% , l) olmalidir.
a

Temizlik yapiyoruz. Simdi olaylar biraz alengirli
olmaya basliyor. Ifadenin icinde reel kokii olma-
yan ikinci dereceden garpanlar verilirse, olmayan
kokii nereye ve nasil yazacagiz sorusuna cevap
arayacagiz, her zamanki gibi bulacagiz.

Pozitif bir ifadeyi bir baska pozitifle ¢carparsaniz
cevap pozitif, negatifle carparsaniz cevap negatif
olur. Anlayacaginiz ilk pozitif saymnin ¢arpilan
ikinci ifadeye etkisi olmuyor. O halde denklemde
ne duruyor ki o, atalim! Bu hakkin nerden aliyoruz
peki? Hemen yazayim: Bir ikinci dereceden ifade-
nin daima pozitif oldugunu nereden anlariz? Gra-
figinin karsimizda durdugunu diisiiniin, her nokta-
st x ekseninin {ist bolgesindedir degil mi? Yani or-
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dinatlar1 pozitif olan noktalarin bulundugu bolge-
lerde. Ve x eksenini de kesmiyordur, ¢iinkii kes-
seydi daima pozitif demezdik ki. Peki bir fonksi-
yon grafigi, x eksenini hi¢ kesmeden, hep st bol-
gesindeyse, bu durum onun diskriminanti negatif
oldugundan degil midir? Peki diskriminantin ne-
gatif olmasi bize ne anlatmak isterdi? Ifadenin reel
kokiiniin olmadigini. O halde boyle ifadeler gor-
diik mii hemen atacagiz, zaten kokii de olmadigin-
dan ilerde karsimiza dikilmez ‘’Beni niye attin?”’
diye.

Ikinci dereceden bir ifadenin ne zaman daima po-
zitif oldugunu grafiginden degil ama denklemin-
den anlama metodunu da gecen dersimizde 6g-
renmistik. Ornegin, esitsizligin sol tarafinda x* +
6x+10, x> +4x +9, x> = 2x + 3, X + 1, (x — 1)* +
2,8, 17, 156 gibi ifadeleri gordiinliz mii gézlerinin
yasina bakmayin, atin! Tabi, illa ikinci dereceden
olacak diye bir sart yok, bizim aradigimiz 6zelik
ifadenin daima pozitif olmasidir. Yani, |x| + 1, |x —

8| +3,2° Jx+4, {/x—2+1 gibi ifadeleri goriir-
seniz de actmayin!

Uyari. Simdi soyleyecegime cok dikkat edin. Bir
ifade daima pozitif degil ama hi¢ negatif olmayan
bir ifadeyse de atin! Hi¢ negatif olmayan derken
neyi kastettigimizi anlamigsinizdir, bazen sifir da

olabilen x%, (x — 5)*, x|, [x— 2|, Vx ve ¥x—2 gibi
ifadelerden bahsediyorum. Yalniz bunlari ilerde
hatirlamak iizere atin, ¢linkii bu ifadelerin kokleri
vardir, o kokler esitsizligi sagliyor da olabilir sag-
lamryor da olabilir, bunlar1 incelemek lazim.
Attiginiz ifadenin koki, geri kalanlarin ¢oziimiin-
de var ama esitsizligi saglamiyorsa onu ¢oziimden
atin. Benzer sekilde attiginiz ifadenin koki, geri
kalanlarin ¢6ziimiinde yok ama esitsizligi sagli-
yorsa onu da ¢éziime ekleyin.

Bir de burada gosterdigimiz metotta, eger sade-
lesmesi gereken bir ifade varken sadelestirmediy-
seniz de yandmiz! Ciinkii sadelestirmeme duru-
munda yazmamaniz gereken bir kokii diger kokle-
rin arasina bir yere sikistirdiniz demektir, bizim
metotta pay ve paydada kokleri ayni olan iki ¢ar-
pan varsa derhal onlar atariz! Sasiracaksiniz ama
payda 2" — 8 payda da x — 3 varsa gene bunlari sa-
delestirin! Derdimiz ifadenin ayni olmasi degil,
koklerin ayn1 olmasi.

Asagidaki ornekleri incelerseniz ne demek istedi-
gimi daha rahat anlarsiniz.
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Ornek.

X(x—5)<0
esitsizliginin saglandigr araligt bulalim.
Coziim: x* negatif olamayacak bir ifade oldugun-
dan atin gitsin. x — 5 < 0 esitsizliginin ¢éziimii x <
5’dir. Bu noktada sakin gidip (-0, 5) araliginin
bulundugu sikkimi isaretlemeyin. Ciinkii attiginiz
ifadenin kokiinii daha incelemediniz. Inceleyelim:
x*’yi sifir yapan deger 0°dur, peki bu 0 degeri veri-
len esitsizligi sagliyor mu? Hayir, o halde ¢6ziim-
den atmaliy1z bunu. Cevap (-, 5) — {0} olmali-
dir, bunu (-0, 0) U (0, 5) diye de yazabilirsiniz.
Eger soru x*(x = 5) < 0 seklinde sorulsaydi, <’0
zaten ¢Ozliim araliginda var’’ deyip, bir seye do-
kunmayacaktik.

Ornek.
X(x—5)>0

esitsizliginin saglandigr araligi bulalim.
Coziim: x* negatif olamayacak bir ifade oldugun-
dan atin gitsin. Geriye kalanin ¢6ziimii x > 5 olur.
Ama dikkat edin, 0 da saglar ama bu ¢oziimde
yok, o zaman derhal 0’1 da ekleyin ¢oziime.

C.A.: [5, 0) U {0}.
Eger soru x2~(x — 5) > 0 seklinde sorulsaydi, <’0
esitsizligi saglamiyor, zaten benim buldugum ¢o-
ziimde de yok’’ deyip, etliye siitlilye karigsmaya-
caktik.

Ornek.
4
LTt MY
-x +x-3
esitsizligini saglayan kag tamsayt vardir?
Coziim: 16 — x* ifadesinin iki kare farki oldugunu
gorelim ve ona gore acalim.
4
16 —x <0
-x’+x-3
2 2
(4-x")4+x7) <0
~(x*=x+3)
4 + x* ve x> — x + 3 ifadeleri her x reel sayisi i¢in
daima pozitif olacagindan bunlar1 atalim. Reel
kokleri olmadigindan ilerde doniip incelememize

gerek yok, ardiniza bakmadan atin. Geriye kalan-
lar1 ¢6zelim:

-2-x)2+x)<0
(x—2)(x+2)<0
oldugundan ¢6zlim araligi [-2, 2] olur. Bu aralikta
{-2, -1, 0, 1, 2} olmak {lizere saglayan 5 tamsay1
vardir.
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Ornek.

(x3 + 27)2006

x> —4

esitsizligini gercekleyen pozitif tamsayilarin top-
lami kagtir?
Coziim: Paydaki ifadeyi ilerde kokiinii hatirlamak
lizere atalim. Payday1 da ¢arpanlarina ayiralim.

b

(x=2)(x+2)
oldugundan ¢6ziim araligt (-2, 2) olmalidir. Ama
x = =3 de esitsizligi saglarken bizim ¢ézimiimiiz-
de ¢ikmadi, o zaman hemen ekleyelim. Son ceva-
bimiz (-2, 2) U {-3}.

<0

Ornek.

(2 2— 64)(3" +5) <0

x°—16x+48
esitsizligini saglayan kag tamsayr vardur?
Coziim: 3" + 5 daima pozitif oldugundan hemen
onu atip, payday1 da ¢arpanlarina ayiralim:

(2" —-64)

(x—12)(x—4)
Kokler 4, 6, 12 oldugundan gerekli islemler yapi-
lirsa, ¢6ziim araligi (—oo, 4) U (6, 12) olarak bulu-
nur.

Ornek.
x> +6x2+12x+7 S

V3-x
esitsizligini saglayan kag tamsayt vardir?
Coziim: Paymn katsayilan sirasiyla 1, 6, 12, 8 ol-
saydi, (x + 2)* olmaz miydi1? O halde paya (x + 2)*
— 1 diyecegiz. Payda da negatif olamayacak bir
ifade oldugundan hemen kokiinii hatirlamak iizere
atacagiz.

0

(x+2’-120
x+2°-1°20
(x+ D> +5x+7)20
x> + 5x + 7 her reel x degeri igin daima pozitif ol-
dugundan atabiliriz, kalan1 ¢ézelim:
x + 1 2 0 oldugundan x > —1 ¢6ziim kiimesidir.
Fakat paydanin tanimsiz olmamasi i¢in x < 3 ol-
malidir. Kesirli ifadenin paydasi sifir olamayaca-

gindan x # 3 olmalidir. Sonug olarak {-1, 0, 1, 2}
olmak iizere esitsizligi saglayan 4 tamsay1 vardir.

Ornek. x*°% < 1 i¢in
m* —4m—12
- =5

0
x? =1
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esitsizligini gercekleyen m tamsayi degerlerinden
en biiyiigii ile en kiigtigtiniin toplami kagtir?
Coziim: x***° < | esitsizliginden x’in basit kesir
oldugunu anlariz, yani —1 < x < 1. O halde ifade-
nin paydasi daima negatif olur, paydayr """ pa-
rantezine alarak daima pozitif olan 1 — x* sayisi
atabiliriz. Payda da tek basina kalan """ isaretini
de atarak esitsizligin yoniinli degistirsek bir sey
olmaz. O halde son durum da esitsizlik su hale ge-
lir:
m’ —4m—12<0

(m—-6)(m+2)<0
oldugundan m icin ¢oziim araligr (-2, 6)’dir. O
halde m’nin alabilecegi en biiyiik tamsay1 degeri
5, en kii¢iik tamsay1 degeri de —1 olur. Toplamlar1
da 4’tiir.

Her seyi bir tarafta topluyoruz. Bazen, giciklik
parayla degil ya, esitsizligi f{x) < 0 seklinde degil
de, ornegin f(x) < 2 seklinde verir. Boyle durum-
larda hemen canimizin istedigi bir tanesini digeri-
nin yanina yollayip, esitligin bir tarafin1 0 yapma
gayretine girecegiz, fix) — 2 < 0 gibi... Gerisi bil-
diginiz gibi...

Ornek. Hangi sayilarin kareleri kendilerinden
kiiciiktiir?

Coziim: Kareleri kendilerinden kiigiik olan sayila-
ra x diyelim. O halde x* < x esitsizligini saglayan x
degerlerinin soruldugunu anliyoruz. Hemen esit-
sizligin bir tarafini sifir yapalim:

X <x
¥ —x<0
x(x—1)<0

oldugundan ¢oziim aralig1 (0, 1) araliidir.

Ornek. Hangi sayilarin kiipleri kendilerinden bii-
Viiktiir?

Coziim: Kiipleri kendilerinden biiyiik olan sayila-
ra x diyelim. O halde x> > x esitsizligini saglayan x
degerlerinin soruldugunu anliyoruz. Hemen esit-
sizligin bir tarafini sifir yapalim:

X >x
¥ x>0
x(*=1)>0

x(x—-1)x+1)>0
oldugundan hemen kokleri yazip, isaretleri yerles-
tirelim:

-1 + 0 - 1 +
diye ¢oziim aralig1 (-1, 0) U (1, o) araligidir.
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Ornek. Sifirdan biiyiik olan yerler soruldugundan ¢oéziim
X 2 aralig1 [ab, a] bulunur. Ama 0 degeri ifadeyi ta-
27 % nimsiz yaptigindan atilmalidir, son ve degismez

esitsizliginin ¢oziim araligini bulalim.
Coziim: Hemen sagdakini sola alalim.

*. 2
2 x
X 2o,
2 x
2
by _4£0,
2x
(x—2)(x+2)£0.

2-x
Derhal gerekenler yapilirsa ¢oziim araliginin
(-0, —2]1 W (0, 2] oldugu goriiliir.

Ornek.
X —4>4x—x°
esitsizliginin ¢oziim kiimesi nedir?
Coziim: Hepsini bir tarafta toplayalim:
X —4>4x—x*
X —4x—420
P+ D)—4x+1)=0
(x+1)-x*—4)>0
x+1)x-2)x+2)=0
oldugundan ¢6ziim kiimesi [-2, —1] U [2, o) dur.

Ornek. a > 0 > b iken

x* —a(b+)x+a’b

—ax® +bx’
esitsizliginin ¢oziim kiimesi nedir?
Coziim: Pay ve paydalar ¢carpanlarina ayiralim da
boyle korkung goriinmeye devam etmesin. Top-
lamlar1 —ab — a, carpimlari a’b olan sayilar1 ariyo-
ruz. Ben sizin yerinize aradim buldum: —ab ve —a
sayilar1. O halde esitsizligi tekrar yazalim:
(x—ab)(x—a) 20
(b—a)x’
Koklerin ab, a ve 0 oldugunu zannetmeyin. x*’yi
cehenneme yollamay1r unutmayin ama ilerde ko-
kiinii incelemeyi de. Dolayisiyla kokler ab ve
a’dir. a > 0 > b verildiginden bu degerlerin kiigiik-
ten biiylige siralamast
ab a
seklinde olur. Diger yandan b — a sayisinin da ve-
rilenlere gore negatif oldugu goriiliirse, ¢arpanla-
rin bagkatsayilarinin isaretleri carpimi "'—'’ olur.
—ab + a -

>0
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cevabimiz: [ab, a] — {0}.

Ornek.
.
X <0
xP+2x+4+
x—2

esitsizliginin ¢oziim kiimesi nedir?
Coziim: Bir saniye bile durmadan paydalar esit-
leyelim:
xt =1
X (x* -D(x-2) _ (x* =D(x* +1)(x-2)
x -1 (x* =Dx? (x-D(x* +x+1)x’
x—=2
oldugundan x* + 1, x* + x + 1 ve x* degerlerini ata-
lim, x — 1 degerlerini de sadelestirelim. Geriye su
kalir:

x+DHx-2)<0
O halde ¢6ziim araligi simdilik (-1, 2)’dir. Hatir-
lamamiz gerekenleri hatirlayalim: {1} ve {0} de-
gerleri ifadeyi tanimsiz yapiyor, onu atalim. O
halde son cevap: (-1, 2) — {0, 1}.

Ornek.

X ——
X

esitsizligini saglayan x’ler hangi araliktadir?
Coziim: Yine paydalar esitleyerek ise baglayalim:

x*+2
x  x x° _x2+2_x4—(x2—4)
) X ) x x*(x*=2)
X

oldugundan ifade
4

—<
x*(x?=2)
haline déniisiir. x* ve 4’{i hi¢ negatif olamiyorlar
diye atariz, geriye kalani da ¢arpanlarina ayiririz.

1 1 <0
(x—V2)(x++2)

x2—2_

oldugundan ¢6ziim aralig1 (— V2,42 ) olur. Ama 0
ifadeyi tanimsiz yaptigindan acimadan atilmalidir,

son cevap: (—\/5,\/5) - {0}.
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Ornek.

x—l¢2x2+5x > 4%

esitsizligini saglayan kag tamsayt vardir?
Coziim: x — 1 ifadesi kok derecesi oldugundan
x’in sadece 1’den biiyiik sayma sayis1 olabilecegi-
ni unutmayalim.

x2+5x

2 x—1
2
x° +5x

>0

>2x

x—1

2
X +5x_2x20

x—1
x2+5x—2x> +2x

>0
x—1
2
-x" +7x >0
x—1
Bu noktada x — 1’in pozitif oldugunu bildigimiz-
den bunu atabiliriz. Geriye kalan1 ¢dzsek yeter.

>+ 7x>0
—-x(x—-7)=20
x(x=7)<0

oldugundan x igin ¢oziim aralig [0, 7] ¢ikar. Diig-
tiiglimiiz ilk notla birlikte diisiiniirsek x’in sadece
{2,3,4,5, 6, 7} degerlerini alabilecegini goriiriiz.
Yani cevabimiz: 6.

Esitsizlik sistemleri. 1’den c¢ok esitsizligin bir
arada olmasina esitsizlik sistemi diyoruz. Esitsiz-
lik sisteminin ¢6ziim arali§i da sistemde bulunan
tiim esitsizliklerin hepsini birden saglayan aralik-
tir. Bu da sistemdeki tim esitsizliklerin ¢oziim
araliklarinin kesigimidir.

Ornek.
x?—x-1220
x*—=2x-15<0
esitsizlik sisteminin ¢oziim kiimesinde kag tamsayi
vardir?
Coziim: Her iki esitsizligi ayr1 ayr ¢ozecek, daha
sonra ¢Ozlimlerin kesigimini alacagiz. Geriye sa-
dece i¢indeki tamsayilar1 saymak kalacak.
X -x-1220
x—-4)x+3)=0
oldugundan ilk esitsizligin ¢6ziim aralig1 (—oo, —3]
U [4, ) ’dur. Sira ikinci de:
X —2x-15<0
x=5x+3)<0
oldugundan ikinci esitsizligin ¢6ziim araligi da (-
3, 5) araligidir.

20

Her iki esitsizligi de asagidaki gibi say1 dogrusu
ilizerinde kesistirirsek,

3 4

3 5
her ikisinde de bulunan araligin, yani kesisimin [4,
5) aralig1 oldugu goriiliir. O halde esitsizlik siste-
mini tek tamsayi saglar, o da {4} tiir.

vy

A A

Ornek.

x+2>0

x-1

! <0
x-3
bulalim.
Coziim: Ik esitsizligin ¢6ziim aralig1 (—o0, —2) U
(1, ) olup, ikincisinin ise (—oco0, —3)’tiir. Hemen
her iki arali1 da ¢izip kesigimini alalim:

_g 1

O

esitsizlik sisteminin ¢oziim araligini

>
>

ﬂl a

3
O halde cevabimiz (—o, —3) olmalidir.

2
x - —

Ornek. -1 < " < 2 esitsizliginin ¢oziim kii-
x—

mesi nedir?

Coziim: Bu da aslinda gizli kapakl bir esitsizlik
sistemidir. Ciinkii 1 tane degil 2 tane esitsizligin
birden saglanmasi gerekiyor. Sakin her tarafi x — 1
ile carpalim demeyin de gerisi sorun degil.

2 2
x° =5 X
> —1 ve

< 2 esitsizliklerini ¢ozlp,
x—1 x—1

kesisimlerini alacagiz, bitecek.

2
x" =5 -1

x—1
x* =5
x—1
x*+x-6

+1>0

>0
x—1

(x+3)(x—-2) 50
x—1
oldugundan ilk esitsizligin ¢ézlim araligi (-3, 1) U
(2, ©0)’dur. Simdi ikincisine bakalim.

2
x° =5 <
x—1
2
x =5 <0
x—1
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2_ —
x°=2x-3 <0
x—1
(x=3)(x+1) <0
x-1

oldugundan ikinci esitligin ¢6zliim aralig1 da (—oo,
—1) U (1, 3)’tiir. Her iki araligin kesisimi olan (-3,
—1) U (2, 3) aralig1 da cevap olur o zaman.

Ornek. (m* + 1)x* + mx + 1 > 0 egitsizliginin dai-
ma dogru olabilmesi m’nin hangi aralikta olma-
styla miimkiindiir?

Coziim: Bir fonksiyonun daima pozitif olma sar-
tin1 vermistik. Baskatsayis1 pozitif olup, diskri-
minant1 negatif olacakti. Yani iki esitsizlik birden
saglanacakti. Bu da bir esitsizlik sistemidir iste.
Bu fonksiyonda zaten her reel m degeri igin
bagkatsay1 olan m> + 1 degeri hep pozitif olaca-
gindan sadece diskriminant1 negatif tutarsak yeter.

A=m*—4m*+1)1<0

m* —4m* —4 <0

3m* —4<0

3m’ +4>0
Bu esitsizlik her m degeri i¢in saglanacagindan

¢Oziim kiimemiz R olmalidir.

Ornek. mx* + 2m — 2)x + m — 1 < 0 egitsizliginin
daima dogru olabilmesi m’nin hangi aralikta ol-
masiyla miimkiindiir?
Coziim: Ister esitsizligin her iki tarafini ile
carpip, esitsizligin de yoniinii degistirip bir onceki
ornekteki gibi ¢oziim yapariz, istersek de bir fonk-
siyonun daima negatif olmasi i¢in hangi sartlarin
saglanmas1 gerektigini diisiiniiriiz. Ikincisinden
yapalim:
Bir fonksiyonun daima negatif olmasi, yani grafi-
ginin x ekseninin alt tarafinda kalmasi, hem
baskatsayisinin hem de diskriminantinin negatif
olmasiyla miimkiindiir. Ikisini birlikte diisiiniip
kesistirecegiz.
[k esitsizligimiz m < 0.
Digerine bakalim:
A=(Q2m—-2) —4m-(m—-1)<0
4m* —8m +4 —4m* +4m <0
—4m+4<0
—4m <-4
m>1

"_rr

m < 0 ve m > 1 esitsizliklerinin kesisimi & oldu-
gundan bizim cevabimiz da J’dir.

Ornek. 477> —7.292 _8< 0 egitsizliginin ¢6-
ziim kiimesi nedir?
Coziim: 4" sayisinin 2% > sayisinin karesi
olduguna dikkat ediniz. Hemen kiigiik olanina ¢
diyelim:
£—Tt—8<0

-8)(t+1)<0
diye —1 <t < 8 oldugunu buluruz. ¢ yerine degerini
yazarsak,

_1 < 2x2—2x <8

Bu da bir esitsizlik sistemidir. Dikkat ederseniz iki
esitsizlik var. Ikisini de ¢ozmek gerekir.

2’nin higbir kuvveti negatif olamayacagindan esit-
sizliklerin sadece sagdakini incelesek yeter.
2x2—2x <8
2x2—2x <93
X —2x<3
¥ —2x-3<0
x=3)x+1)<0
oldugundan x i¢in ¢6ziim araligi (-1, 3) bulunur.

‘ Alistirmalar
112.
3x-4 34+x x+5 e <
e T3 < esitsizligini saglayan en
biiyiik tamsay1 degeri kacgtir?
A)39 B)40 ()4l D)42 E)43
113.

x> < x + 12 esitsizligini gergekleyen pozitif tam-
sayilarin toplami kactir?
A)3 B)S )6

D)10 E)7

114.
x> X esitsizliginin ¢6ziim arahgi asagidakiler-
den hangisidir?

A)x<1 B)x<lvex=+0
CO)-1<x<lvex =0

C)x<-1
D)0<x<1
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115.
Asagidakilerden hangisi (x — x)-(x* — 3x) < 0 esit-
sizliginin ¢6ziim araligimin bir altkiimesidir?

A)1<x<3 B)l<x<2  ()x<3
D)-3<x<-1 E)0<x<3

116.

(3x — 2)* — (x + 4)* < 0 esitsizliginin ¢oziim arah-
g1 asagidakilerden hangisidir?

N B O

1 1
D) (-3, — E) (-1, —

) ( 2) ) ( 2)
117.
x4+ 1> x* + x esitsizliginin ¢éziim Kkiimesi ne-
dir?

A)x>—-1vex #1 B)x>0 C)x<1
D)-1<x<1 E) (o0, —=1) U (1, )

118.
x2(3x — 4) <x(2x - 5) esitsizliginin ¢6ziim aral-
g1 asagidakilerden hangisidir?

A)x>1 B)-1<x<0 C)x<0
D)0<x<3 E)3<x<5

119.

x> +2x-3
x2

ziim kiimesi ka¢ elemanhdir?

<0 esitsizliginin tamsayilardaki ¢6-

A)2 B)3 ()4 D)5 E) 6

120.

2
x°—=x-6 e e 4w
Y <0 esitsizligini dogrulayan ka¢ tam-

say1 vardir?

A0 Bl  (C)2 D)3  E)4

22

121

Al

122.

x2+x-11

(x-2)°

2
X (3—-x) <
(5-x)°
tamsay1 vardir?

B)2

0 esitsizligini

C)3

gidakilerden hangisidir?

A)x>3

D)x<3vex+2

123.

B -x)(x*=2x+3)

B)x <3

x*(x*—4)

D)4

saglayan Kkacg

E)5

<1 esitsizliginin ¢oziim kiimesi asa-

C)x<2

E)-2<x<2

mesi asagidakilerden hangisidir?

A)-2<x<0

Dyx<-2,0<x<2

124.

(x+2)2
x> —6x+5

B)x>3

larin toplam kactir?

A)5

125.

x+2
hiktadir?

A)x>-2
D)x<2

126.

2

x—2
vardir?

A) 1

B) 7

B)2

0)9

B)x>2

>0 esitsizliginin ¢oziim Kii-

C)0<x<3

D) 11

E)-2<x<2

C)3

D)4

E)x<-2,2<x<3

<0 esitsizligini dogrulayan tamsayi-

E)15

>1 esitsizligini saglayan x’ler hangi ara-

C)x<-=2

> x+4 esitsizligini saglayan kac tamsayi

E)5
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xP—x—12 o eee
CEVAP ANAHTARI 132. —————2>0 esitsizligini  gergekleyen
112 [A [113[A [114 [B [115 [ D [ 116 | B Lt
17 (A 181 C 1119 1¢C 1120 [B (1211 C pozitif tamsayilarin toplami kagtir?
122 |D (123 |E | 124 |B | 125 |C | 126 | B
A)S B)6 C)7 D)8 E)9
127.
: 133.
(—x" —4)(2x-6) e o 2
>0 esitsizligini saglayan Kkag -x"—x-2 ETION o
(2+x) 213 > (0 esitsizliginin ¢oziim arahg asa-
X°+2x+

tamsay1 vardir?

A)6 B)5 C) 4 D)3 E)2

128.
(x=1°(x+1)°
xt(x=2)°
sayllarin toplanm kactir?

<0 esitsizligini dogrulayan tam-

A)-2 B)-3 C0 D)2 E)3

129.

2 1 < .
=> 3 esitsizliginin ¢6ziim arahgi nedir?
X

A)x<6 B)x>6 C)0<x<6
D)x<O0veyax>6 E)-6<x<0
130.

& < x esitsizliginin saglandigl aralik asagidaki-
X

lerden hangisidir?

A) (0, 3] B) (=0, 3] O [-3,3)

D) (_OO: 0) E) [_37 0) o [33 w)

131.

2- Zx < 2x = esitsizligine gore, asagidaki-
x =1 x-

lerden hangisi ¢oziim Kiimesinin bir altkiimesi-
dir?

A)-1<x<0
D)0<x<1

B)x<0
E)x>-1

C)x<-1

gidakilerden hangisidir?

A)x<2 B)x <3 C)—o<x<o
D)-1<x<0 E)x<-3

134.

x2—2x+1> e e <
———— 20 esitsizliginin ¢6ziim arahg asa-
x“(1-x)

gidakilerden hangisidir?

Ayx>1ux<0 By x<0ux>1
Ox<lL,x#0 D)-1<x<0 E)l<x<2

135.
(1-x")°
x+2
dakilerden hangisidir?

<0 esitsizliginin ¢oziim arahgi asagi-

A) (-0, -2)u {-1,1} B)(-1,1) C)(1, )

D) (1,2) L {0} E)=2,-1)
136.
2
X(x” + 3’; 10) <0 esitsizliginin tamsayilardaki
x+

¢oziim kiimesi ka¢ elemanhdir?

A1 B)2 ()3 D)4 E)S

137.
—x*+x>0 e e .

5 esitsizlik sisteminin ¢oziim arahgi
x°=1<0

asagidakilerden hangisidir?

A) (-2,0)
D) (0, 1)

B) (-1, 0)
E)(-1,1)

C) (0,2)
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x'—x-12>0
T x?—2x-24<0
ziim kiimesinde ka¢ tamsay1 vardir?

138

} esitsizlik sisteminin ¢6-

A)1l B)2 03 D) 4 E)5
139.
x*+3x<4
1 <1 esitsizligini gercekleyen biitiin x
X
degerleri hangi arahiktadir?
A)x>1 B)x<-4 C)-4<x<0
D)-4<x<1 E)0<x<l1
140.
X +x+2>0 NPT e
5 esitsizlik sisteminin ¢oziim arali-
x°=16<0

g1 asagidakilerden hangisidir?

A)[-2,4) B) (-4, 4) C) [-4, 4]

D) (—OO, OO) E) (—OO, _4] U [4a OO)

141.

x_+1 >0

X 1_1 esitsizlik sisteminin ¢6ziim arahgi
—<0

x—1

asagidakilerden hangisidir?

A)x<-1 B)x<-1 C)x=+1
D)-1<x<1 E) I <x<3
CEVAP ANAHTARI
127 |B [ 128 |C | 129 |C | 130 |D | 131 | A
132 |E (133 (C | 134 |C | 135 | A | 136 | A
137 |D [ 138 | A | 139 |C | 140 |C | 141 B

142.
‘xz - 2\ -2
> > ( esitsizliginin ¢oziim kiimesi ne-
- x"+x-2
dir?
A) [_ ) ] B) (_27 2) C) [_2: 2)
D) (-2, 2] E) [-2, 2] - {0}

143.
V4-x* - 3
V4 —x?

hangi arahktadir?

>0 esitsizligini saglayan x’ler

A)[-1,1] B) (-1, 1) O [-1,2)
D) (-1, 1] E) [-1, 1] - {0}
144.
2 2
x~ —2(m _l)f +::1 —2m+2 < 0 esitsizligini sag-
P

layan ka¢ tamsay1 vardir?
A)0 B) 1 )2 D)3 E)4

145.
—x* +2x — 5 < [x* — 4] < x + 2 esitsizliginin ¢dziim
kiimesi nedir?

A)[1, 3] B) (1, 3] O [1,3)
D) (1, 3) E)[1, 3] - {0}
146.
=X W
x < x| < |x| esitsizliginin ¢6ziim Kiimesi ne-
dir?
A) [-2,0] B) (=2, 0] 0) (2,0
D) [2, 0] E) (-2, 0)
147.

1

1
+
2x—x—=2 2x++x-2

yan x’ler hangi aralhiktadir?

L
< 5 esitsizligini sagla-

A) [-2, ) B) (=2, ) C) (2, )

D) (—OO, 2] E) [23 OO)

148.

x-1 1 . . ... R .

> < — esitsizligini saglayan x’ler hangi ara-
X

hktadir?

A) (=0, -1)U (0,2) B)(-o,-2)U(1,3)
O)(1,2)u4,7 DR U (1,2) E) (-, 2)
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149.

XS al + ! >0 esitsizligini sag
X +8 x?-2x+4 x+2 8 8
layan tamsayilar hangi sikta verilmistir?

A) {-1,2} B) {2, 3} O) {1,2,3}
D) {0, 1, 2, 3} E) {-1,0,1, 2,3}

150.

x> +2x-3

- <x’+x+l<
x“+1 x—1
layan x’ler hangi arahktadir?

esitsizligini sag-

A) (=2, 1) B) (-1,2) 0 d.,2)
D) (1, 3) E)[1,2] - {0}
151.

X + x — 5> 2x + 1 esitsizliginin ¢oziim kiimesi
nedir?

A)(1,3)
D)x>1veyax>3

B)(-1,3) O (3,1

E) (-3,3)

152.
x—2| - |x + 1| — x + 2 <0 esitsizliginin ¢éziim
kiimesi nedir?

A)x>1 B)x<1 C)-1<x<3
D) (-2, 3) E)x>1
153.

x + 2> +/x*—16 esitsizligini saglayan ka¢ tam-
say1 vardir?

A)x>4 B)x>-4 C)x<4
D) x <-4 E)x>4
154.
/ 2
T +32 (x” ~16) <0 esitsizligini saglayan kag
‘— X" +x+ 2‘

tamsay1 vardir?

A)2 B)3 (4 D)5 E)6

155.

x(7-x)°
(4-x)(x* =3x+3)
pozitif tamsayilarin toplami kacgtir?

>0 esitsizligini gercekleyen

A)9 B)10 C)l11 D) 12 E) 13
156.
201 <X 2 esitsizligini saglayan ka¢ tamsayi
x=3 x+1
vardir?
A)(=1,3) B) [-1, 3] C (1,2)
D) (2,4) E) (-1, 3]
CEVAP ANAHTARI

142 | A | 143 |B | 144 |D | 145 |D | 146 | E
147 148 | A | 149 |E | 150 |C | 151 | D
152 | A [ 153 |E | 154 |C | 155 |E | 156 | A

@)

ikinci dereceden bir denklemin kéklerini bir o
sayisiyla kiyaslanmasi. Bu konu aslinda ikinci
dereceden denklemler baglikli ders notuna yakisir
ama esitsizlik ¢dzme bilgisi gerektirdigi i¢in, o
derste veremedik. Su an bunlar1 anlamaya ve ken-
di kendimize ¢6zmeye haziriz.

ax® + bx + ¢ = 0 denkleminin kokleri her zamanki
gibi x; ve x; olsun. x; ve x; sayilarinin bir o say1-
sina gore durumlarini inceleyecegiz. Genel olarak
su sorulara cevap arayacagiz:

x1 <x; < a ise yani her iki kok de a’dan kiigiikse
ne yapmamiz gerekir?

a < x; < Xx; ise yani her iki kok de o’dan biiyiikse
ne yapmamiz gerekir?

x1 < o < x ise yani o, koklerin birinden kiiciik
ama digerinden biiyiikse ne yapmamiz gerekir?

o = 0 durumu. En kolay olan sik bu. Birinin 6g-
retmesine gerek bile yok. Evinin yolunu bulabilen
herkes, kendi kendine ne yapmas1 gerektigini bu-
labilir.

Kokleri x; ve x; olan ax’> + bx + ¢ = 0 denklemi
i¢in,
X1 < x; <0 ise. Bu esitsizliklerinin anlatmak iste-
digi, her iki kok de negatif oldugundan kokler top-
laminin negatif, kokler carpiminin pozitif oldugu-
dur:
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-b
x1tx=— <0,
a

C
x1xy=— >0.
a

0 < x; <x; ise. Burada da her iki kok pozitif oldu-
gundan hem kokler toplam1 hem de kokler carpimi
pozitif olmalidir.

-b
X1 tx,=— >0,
a

C
x1xp=— >0.
a

X1 < 0 <Xx; ise. Koklerin biri pozitif biri de negatif
oldugundan c¢ikarilabilecek tek sonug¢ kokler car-
pimin negatif oldugudur. Biiyiikliikleri net olarak
bilinmediginden kokler toplam1 i¢in bir sey sdyle-
nemez.
X1 X2 = £ <0.
a

Kokler toplam1 hakkinda da bir seyler soyleyebil-
mek i¢in koklerin biiyiikliiglinli gosteren siklar da
ekleyelim:

x1 < 0 < x; ve |x1| < x; ise. Once yorumlayalim.
Sonra yorumumuzun dogrulugunu matematik ola-
rak da kanitlayalim:

Negatif olan x; sayisinin mutlak degerinin bile
xy’den kiiciik olmasi, x,’nin isaretsiz degerinin
x1’in igaretsiz degerinden de biiyiik oldugunu anla-
tir. O halde bu iki saymin toplami, pozitif olan ra-
kamca daha biiyiik oldugundan pozitiftir. Dogru
mu bir bakalim:

1| < xz 1se [xi| — xp < 0’dir. x; <0 oldugundan |x;|
= —x; olur. O halde |x;| — x; = —x; — x < 0 yani x;

+ X, = -t > 0 demektir. Dogruymus.
a

X1 <0 <Xx; ve x; < |xq| ise. Bu sefer negatif olanin
mutlak degeri, yani saretsiz degeri, pozitif olandan
biiyiik, o halde bunlar toplanirsa negatifin rakami
daha biiyiikk oldugundan, agir basacak ve toplam
negatif olacaktir. Islemlerle de gosterelim:
X2 < |x1| ise x2 — |x;| < 0’dir. x; < 0 oldugundan |x;|
= —x) olur. O halde x; — |x;| = x; — (—x1) <0 yani x;
+x= =b < 0 demektir.

a
Buraya kadar olanlar dedigimiz gibi kolaydi zaten.
Simdi o’nin 0’dan farkli oldugu durumlara g6z
atacagiz. Bunlar kiiclik de olsa maharet istiyor.
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o # 0 durumu. o = 0 say1 dogrusu lizerinde kritik
bir nokta oldugundan yorum yapmak kolay olu-
yordu. Sag1 pozitif, solu negatif diyorduk bitiyor-
du. Ama O6rnegin o = 2 olsa, o’nin solundaki iki
saymin ne toplami ne de ¢arpimi hakkinda kesin
hiikiimler veremeyiz. Her iki say1 da pozitif olabi-
lecegi gibi, her ikisi negatif de olabilir hatta biri
pozitif biri negatif de.

a <x1 <Xx3 ve x; <x; <a ise. Olasi durumlar dii-
stinelim. Bir kere a sayis1 her iki kokten de biiyiik
veya kiiciik verilmis. Demek ki koklerin varlig
kesin. Demek ki fonksiyonun grafigi x eksenini iki
yerde kesiyor. Bu durum iki sekilde miimkiin: Ya
kollar yukar1 dogru, ya da asag1 dogru. Kollar yu-
kar1 dogruyken a > 0 ve fla)) > 0’dir. Kollar agagi
dogruyken de a < 0 ve fla) < 0°dir. Demek ki her
iki durumda da a f{a) > 0 olmalidur.

y Y 3 f
Sl / f Al S
r X, r X
19) o XN, 19) XNLAX, o
a <x<xydurumu (a>0)  x< x,< o durumu (a>0)
O o " ol Y m™~Nha
r X / r X
ﬂa)J \ fla)
y / y v /

o <x<xdurumu (a<0)  x< x,< o durumu (a<0)

Peki 0 zaman, o < x; < x; ve x; < x; < oo durumla-
rinin ikisinde de a f{a) > 0 ise bu durumlar: birbi-
rinden nasil ayirt edecegiz? Dikkat ederseniz a <
x1 < x; durumunda (soldaki iki sekil), o sayis1 pa-
raboliin tepe noktasinin apsisinden (» diyelim)
yani kokler toplaminin yarisindan kii¢liktiir. x; <
X2 < oo durumunda ise (sagdaki iki sekil), o sayis1
kokler toplaminin yarisindan yani 7’den biiyiik.
Toparlayalim:

) b
a<x;<xyise afla)>0vea< —2—,
a

) b
x1<xy<aiseaflo)>0ve —2— <a.
a

X1 < a < Xx; ise. Olas1 durumlar yine iki tane. Ya
kollar yukar1 dogrudur ya da asagi dogru. Yukari
dogru olursa ¢ > 0 ama fla) < 0, kollar asag1 dog-
ru olursa da @ <0 ama f{ar) > 0. Anlayacaginiz her
iki durumda da a ile f{a) degerleri zit isaretlidir.
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Mustafa Yagci
y AV ~\2
\ /f 0 / o \ X
0] o X,
flo) YX) y /
x,;< o <x, durumu (a>0) x,;< o < x, durumu (a<0)

O halde x| < a < x; ise a-f{ar) < 0’dir.

‘ Alstirmalar

157.

x>+ (2m — Dx + m — 3 = 0 denkleminin kokleri x;
ve xp’dir. x; <0 <x; ve x < |x;| ise m hangi ara-
likta olmalidir?

158.
x>+ (m + 3)x + m + 2 = 0 denkleminin kokleri x,
ve xp’dir. x; <0 <x; ve x; < |x;| ise m kagtir?

159.

mx® + (m + 2)x — m + 1 = 0 denkleminin kokleri x;
ve xp’dir. x; <0 <x; ve xp > |x;| ise m sayis1 hangi
araliktadir?

160.
x>+ (6 — m)x — 2m + 4 = 0 denkleminin kokleri x,
ve xp’dir. x; <0 <x; ve |xy| > x ise m kagtir?

161.

x> — mx + m — 1 =0 denkleminin kokleri x; ve
xy’dir. x; < 0 < Xx; olduguna gore m hangi aralikta
olmalidir?

162.

x* + mx + m = 0 denkleminin kokleri x; ve x,’dir.
x1 <x; <0 olduguna gore m hangi aralikta olmali-
dir?
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163.

(m = 3" + (m + 2)x + m + 1 = 0 denkleminin
kokleri x; ve x;’dir. x; < x; ve 2 <m < 3 olduguna
gore x; ve x,’ nin isaretleri nelerdir?

164.
d <a<0<bhbiken (ax + b)(dx + a) <0 ise x i¢in
¢ozlim aralig1 nedir?

165.
a* > |a| > a olduguna gore x* + 2x + 3 —a = 0
denkleminin kdklerinin durumunu inceleyiniz.

166.

—mx* + (2m + 6)x — 4m — 3 = 0 denkleminin kokle-
11 x) ve xp’dir. x; < -2 < x; olduguna gore m hangi
aralikta olmalidir?

167.

mx® — (2m + 4)x — 1 = 0 denkleminin kokleri x; ve
xp’dir. x; < x; < 1 olduguna gore m hangi aralikta
olmalidir?

168.

(m + 1)x* = (2m — 4)x — 3 = 0 denkleminin kokleri
x1 ve xp’dir. x; < 1 < x; olduguna goére m hangi
aralikta olmalidir?

169.

mx* + (m — 2)x — 4 = 0 denkleminin kéklerinden
biri 1°den biiytik, digeri ise 1’den kiigliktiir. Buna
gore m hangi aralikta olmalidir?

170.

(m + 2)x* — 4mx + 2m — 2 = 0 denkleminin kokleri
x1 ve xp’dir. x; < 2 < x; olduguna goére m hangi
aralikta olmalidir?
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171.

x> — (m + 4)x + 2m + 5 = 0 denkleminin kokleri x;
ve xy’dir. x; < 3 < x, olduguna gore m hangi ara-
likta olmalidir?

172.
x* = (a + 4)x + 2a + 5 = 0 denkleminin her iki ké-
kii de 1’den kiigiikse a hangi aralikta olmalidir?

173.

mx? + 3mx + m + 3 = 0 denkleminin kokleri X Ve
xp’dir. x; < -2 < x; olduguna gore m hangi aralikta
olmalidir?

174.

fix) =x>+ mx —m —2 = 0 fonksiyonu igin {3) < 0
ise x; ve x; koklerinin 3 sayisina gore durumlarini
inceleyiniz.

175.
x* + (a + 3)x + a = 0 denkleminin kokleri x; ve
xy’dir. x; < a <x; olduguna gore a kactir?

176.
(m + 5)x* — 2m + 6)x — 1 = 0 denkleminin kokleri
x1 ve xp’dir. x; <0 <x; <2 ise m hangi araliktadir?

177.

(3m + 2)x* + mx + 2m — 5 = 0 denkleminin kokle-
11 ters isaretliyse, m’nin alabilecegi tamsay1 deger-
lerin toplam1 kagtir?

178.

(m —2)x* = 2mx + m + 5 = 0 denkleminin iki farkl
pozitif kokiiniin olabilmesi i¢in m’nin alabilecegi
degerler hangi araliktadir?
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179.

Ax) = (m = 2)x> + 2mx + m — 1 fonksiyonunun her
x reel sayisi i¢in daima negatif olabilmesi i¢in m
hangi aralikta olmalidir?

180.
(m — l)x2 + 2m — 2)x + m + 2 = 0 denkleminin
kokleri ayni igaretli ise m hangi aralikta olmalidir?

181.

(p — 2)x* + (2p — 24)x + 2 = 0 denklemi veriliyor.
Hangi p tamsayisi i¢in bu denklemin reel kokii
yoktur?

182.

(5 — 4m)x* — 3m + Dx + m* — 1 = 0 denkleminin
koklerinin birbirlerine dik olan iki dogrunun egim-
leri olabilmesi i¢in m kag olmalidir?

183.

x> = 2mx + m + 2 = 0 denkleminin bir tamkare ol-
masl i¢in m’nin alabilecegi degerler nelerdir?

184.
(»+ 3)x> — 3px + p — 1 = 0 denkleminin zit isaretli
iki reel kokii varsa p hangi araliktadir?

185.

px* —5x + 2p = (4p — 1)x — 17 denkleminin iki ko-
kii cakisiksa p’nin alabilecegi degerlerin ¢arpimi
kactir?

186.
x>+ (3 — m)x + 2m — 1 = 0 denkleminin kékleri
pozitifse m hangi aralikta olmalidir?
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Cevaplar. 192.

1 Bir dikdértgenin alani 23 br’, ¢evre uzunlugu ise
157 (2 -3) 172. (=0, =2) 20 br veriliyor. Bu dikdortgenin kisa kenar uzun-
158. (-3, -2) 173. (3, ») lugunu bulunuz.
159. (1, 2) 174.0<x;<3<x;
160. (2, 6) 175. -2<a<0
161.m<1 176. (-5, «) 193.
162.m >0 177. -3 x* + x — 3 = 0 denkleminin kékleri x; ve x, ise x;°

10
163.x,<0,x,> 0 178. (-0, =5) U 2, )

a b 2
164. (——,—— 179. (o0, =
(=>—2) (=0, )
165. Reel kok yoktur 180. (—oo, —2)
5
166. (_Z ,0) 181. &
167. (-1, 0) 182. -2
168. (-0, -1) U (2, ©) 183. {2,-1}
169. (0, 3) 184. (-3, 1)
170. (o, -2) U (3,0) 185.2
1
171. (2, ) 186. (5, 1)

‘ Karma Test

187.
2x + Jx — 6 = 0 denklemini saglayan x degeri
kacgtir?

188.

V2x+3— 2x = 1 denkleminin ¢6ziim kiimesini
bulunuz.

189.
V2x+3 —+/x—2 =1 denkleminin ¢Ozlim kiimesi-
ni bulunuz.

190.

xP=2x7—x+2

> denkleminin ¢oziim kiimesini
x"=x=2
bulunuz.

191.

mx’ — 3mx + 1 = 0 denkleminin kokleri X] ve
xp°dir. 3-x; — x, = 5 ise m kagtir?
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+x,° toplam1 kagtir?

194.

mx* +2~/2 x — 1 = 0 denkleminin ¢Oziim kiimesi-
nin boskiime olmasi i¢in m hangi aralikta olmali-
dir?

195.
2x* — 3x + 1 = 0 denkleminin negatif olan kékiinii
bulunuz.

196.

x* + x> = 3x + m = 0 denkleminin kokleri x;, x, ve
x3 iken x12x22x3 + x12x2x32 + x1x22x32 = 3 ise m kag-
tir?

197.
3x* + (5m + 1)x + 2m* + m = 0 denkleminin iki kat
kokii olmasi i¢in m kag olmalidir?

198.
x>+ mx —m — 1 = 0 denkleminin kokleri x; ve
xp’dir. x; < -1 <x; <2 ise m hangi aralikta olma-
lidir?

199.
x* =12 + 18x” — 4x + 3 = 0 denkleminin kokleri-
nin ¢arpmaya gore terslerinin toplami kagtir?

200.

m < 0 < n iken —x> + mx + n* = 0 denkleminin
kokleri x; ve x,’dir. xy, x, m, n sayilarini kiigiikten
biiyiige dogru siraya diziniz.
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201.

x° — 4x — 1 = 0 denkleminin hangi iki ardisik say1
arasinda bir reel kokii kesinlikle vardir?

Cevaplar

9
187. 2 194. (-0, -2)
188. L o5, 1+3

2 2
189. O 196. 1
190. {1} 197. 1
191. l 198.m >0

4

192.5 -2 199. <
193. 154 200.x; <m<x<nm

201. (2, 3)

30



Uciincii dereceden denklemlerin koklerini bulmak [MD]. Birinci ve ikinci de-
receden denklemlerin ¢oziimlerini zaten biiyiik ihtimalle sizler de yapabiliyordu-
nuz. Ama daha biiyiik dereceden denklemlerin ¢dziimlerini bulmak insanlik tari-
hinin nerdeyse 2000 yilin1 aldi. Ugiincii dereceden denklemler, 1525 yili dolayla-
rinda I-talyan matematikgi Scipione del Ferro tarafindan ¢oziilmiistiir. Ama kis-
men. Tam olarak ¢6zen yine bir Italyan olan Niccolo Fontana Tartaglia’dir. 2000
yillik bir ugras1 burada tek sayfada toparlayabilecegimiz i¢in ¢ok sanslt oldugu-
muzu sdyle-yebiliriz. Burada yazdiklarimizin OSS ile ilgisinin olmadig1 konusun-
da da uyara-lim. Basliyoruz:

Denklemimiz ax’ + bx* + ¢x + d = 0 olsun. a’nin sifirdan farkl oldugunu bir kez Niccolo g,,m,m
daha hatirlatiriz. Ayni ikinci dereceden denklemlere uyguladigimiz gibi esitligin T4RTAGLIA
her iki tarafin1 a’ya bolelim.
b d
P2+ 55+ 520
a a a

cikar. Hem islem kolayligi hem de anlasilabilirlik adina b =B, € Cve 4 = D esitliklerini kullanarak
a a a

denklemimizi x° + Bx> + Cx + D = 0 bigimine getirelim. Eger bu denklemi ¢ozebilirsek, bastaki denklemi
de ¢ozebilecegimizi ¢oktan anlamis olmalisiniz. Amacimiz sadece karigikliga meydan vermemek iizere
denklemleri miimkiin oldugunca sadelestirmek. Yine ayni amagla denklemdeki x* terimini yok ederek
denklemin daha da sadelesmesini saglamak istiyoruz. x yerine y — ¢ yazarak denklemi diizenledigimizde
olusan x*’li terimin ¢ = B/3 oldugu zaman 0 olacagin1 anliyoruz. Bu amagla x yerine y — B/3 yazacagiz. Is-
lemleri yapinca y*’lerin sadeleserek kaybolacag artik siirpriz degil! Geriye y° + Ey + F = 0 gibi bir denk-
lem kalir. Burada £ ve F degerlerini merak eden bunlar1 B, C, D dolayisiyla a, b, ¢, d cinsinden yazabilir,
biz bunu yapmayacagiz. Simdi tiim marifetimizi y* + Ey + F = 0 denklemini ¢6zmeye harcayacagz.
Eger E sifirsa sorun yok, ¢iinkii o zaman esitlik y* + F = 0 halini alir ki buradan y = V-F oldugunu bul-
mayan zaten ne buraya kadar anlattiklarimizi anlamistir, ne de bundan sonra anlatacaklarimizi anlar!
Bundan boyle £’nin sifir olmadigini diisiinelim.
Simdi bir siire i¢in ¢arpanlara ayirma dersine donelim.
(u-— v)3 =u’ = 3uPv + 3w -V

oldugunu biliyoruz. Hepsini bir tarafta toplayalim:

(u—v)3 -|r3uv(u—v)-irv3—u3 =0.
Bir seyler sezdiniz mi? y° + Ey + F = 0 denklemine ne kadar da benziyor degil mi? O halde hemen

y=u—v
E=3uv
F=v' i

olsun diyelim. Buradan u — v degerini bulan y’yi ¢oktan bulmus olacak!
E’nin esitinden v’yi ¢ekip, F’nin esitinde yerine yazacagiz. v = E/(3u) oldugundan F = V= E3/(27u3)
— 1’ olur. Diizenlenirse;
27U+ 27F —E* =0

ya da

u®+ Fu’ —E°27=0
olur. Denklemdeki «’ yerine w yazarsak,

wh+ Fw—E/27=0
biciminde ikinci dereceden bir denklem buluruz ki, boyle sorulari ¢6zmeyi bildigimizden mutlu sona
ulagsmis oluruz. Simdi geriye sadece yaptigimiz doniigiimlerde ters islemler yaparak a, b, ¢, d degerlerine
ulagmak kaliyor. Nasil m1? w’yi buldugumuzdan w’nin {icilincii dereceden kokiinii alarak u’ya ulasiriz. v =
E/(3u) esitliginde bunu yerine yazarak v’ye ulasiriz. Ardindan y = u — v esitliginden de y’yi buluruz. Co-
ziimlerden birini bulunca digerlerini bulmak ¢ocuk oyuncagi gibi bir seydir. Denklemi saglayan y deger-
lerinden buldugumuz y, diyelim. Madem y, diye bir kokii var, o halde bu polinom (y — yy) ile tam boliiniir
diyerek, polinomu (v — y¢)’a bdlecegiz. Cikan ikinci dereceden denklemin iki kokii de {igiincii dereceden
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denklemin yy’dan farkli olan diger iki kokiinii verecektir. Sonug olarak, denklemin (ille de birbirlerinden
farkli olmalar1 gerekmeyen) ii¢ kokii de bulunmus olur.

IV. Dordiincii Dereceden Denklemler. Bir, iki, {ic derken dorde kadar geldik. Nereye kadar gidecegimi-
zi (daha dogrusu gidebilecegimizi) merak ediyorsaniz, okumaya devam! Dordiincii dereceden denklemler
ilk olarak Girolamo Cardano’nun 6grencisi Lodovico Ferrari tarafindan 1540’larda ¢oziilmiistiir.

a # 0 olmak iizere ax* + bx> + cx* + dx + e = 0 denklemiyle ve her zamanki gibi bu denklemin her iki tara-
fin1 a’ya bolerek bagliyoruz.
xX*+BX’+Cx*+Dx+E=0
gibi bir denklem elde ediyoruz, ayni ligiincli dereceden denklemlere uyguladigimiz gibi x =y — B/4 alip
VH+ B+ Gy+H=0
biciminde yazilan daha basit bir denkleme vartyoruz. Amacimiz bu denklemi y cinsinden ¢dzmek.
Once y* + Fy* + Gy + H = 0 denklemini asagidaki gibi kareye tamamlayalim:
V2R + FP=F’+F - Gy-
yani
0*+F)’=F’- Gy+F - H.
Simdi biraz zeki olup, her z i¢in,
G+ F+z) =+ F)* + 2207 + F) + 22
=Fy+F — Gy—H+2z)" +2zF + 2
=(F+ 2z)y2— Gy + (Fz—HwL 2ZF+22)
esitliklerinin, daha dogrusu sadece
O+ F+zy=F+22)"— Gy + (F-—H+2zF + 2%
esitliginin ayrimina varmaliyiz. Sag taraf y cinsinden ikinci dereceden denklem oldugundan, z’yi sag taraf
bir kare olacak sekilde segebiliriz; bunun i¢in z’yi sag tarafin diskriminantini, yani
G —4(F +2z) (F° —H+2zF + 2%
sayisini 0 olacak bicimde se¢meliyiz, ki bu da z cinsinden ii¢lincili dereceden bir denklem oldugundan ¢6-
zlilebilmesi her zaman miimkiindiir. Bundan bodyle z’yi dyle secelim. Demek ki belli bir 0 > 0 i¢in,
O +F+z7=0"
Simdi (> + F + z)’yi 0 bigiminde segersek; y* + F)* + Gy + H = 0 denkleminin ¢oziimlerinden birini bu-
luruz. Birini bulduk mu digerleri kolay zaten.
Tartaglia, sen ¢ok yasa!

V. Besinci ve Daha Yiiksek Dereceden Denklemler. Besinci dereceden genel denklemler yukardaki gibi
cebirsel olarak, yani dort islemle ve kok alarak ¢oziilemezler. Coziilmesi bilinmiyor degil, ¢oziilemezler.
Hig kimse, hi¢bir zaman ¢6zemez. Bu, matematiksel olarak kanitlanmistir.
Bugiin hala daha bazilar1 besinci dereceden denklemleri ¢cozmeye calisir, hatta ¢6zdii-
giinii iddia eder. Bulduklar1 ¢6ziim kesinlikle dogru olamaz, bir yerde hata yapmislar-
dir mutlaka.
Her denklem ¢éziilemez demek istemiyoruz. Ornegin, x° + a = 0 tiiriinden denklemler
¢oOziilebilir. Coziilebilecek daha karmasik denklem aileleri de vardir elbet. Ama cebir-
sel yontemlerle coziilemeyecek besinci dereceden denklemler vardir, hatta bunlar ¢o-
e gunluktadir. Bu imkansizlik ¢ok gen¢ yaslarinda 6len Norvegli
Niels Henrik Abel (1802-1829) tarafindan 1824°’te kanitlanmis-
tir.
Bu sadece n = 5 i¢in degil, eger n > 5 ise n. dereceden denklemlerin tiimii i¢in geger-
lidir. Bu da matematik tarihinin en romantik figlirii olan Fransiz Evariste Galois
(1811-1832) tarafindan kanitlanmistir.
Coziilemez diye kollarimizi kavusturmayacagiz herhalde. Ayrica kim soyledi ¢6zii-
lemeyecegini? Sadece cebirsel ¢ozliimiin bulunamayacagini sdyledik, analize daya-
nan yontemler bulunabilir, neden bulunmasin? Onlarin yeri tabii ki buras1 degil, ma-
tematik boliimiinii kazandiktan sonra gelin yanima, olur mu?®©

Niels Henrik ABEL

" Evarista GALOIS
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