GEOMETRI 05/02/2011

1. ABC bir iiggen m(ACB) = a, m(BAC) =90° + a, |[AB| = 15 br, |AC| = 7 br, olduguna gére |BC| = x kag
br dir?

D Coziim: B’den BC’ye ¢ikilan dikmenin 4C dogrusunu kestigi nokta
TN E D olsun. DBC bir dik tiggen ve DBA bir ikizkenar {iggen olur. O
halde |DB| = 15 br dir. Diger Yandan B’den DC’ye inilen dikme
15 { ayagimnda E diyelim. |DE| = |EA| = m br olsun. Oklid Teoremi geregi
-0 3 152 =m-2m+7)
o 1> TN olur, denklem ¢oziiliirse m = 9 bulunur ki, buradan x = 20 oldugu
B - L c anlasilir.

2. ABC ii¢geninde G 4 = 2C B ise a* = b* + bc oldugunu gosteriniz.

Coziim: BA’nin uzantisi iizerinde AC = AD olacak sekilde bir D noktasi alinirsa (B=GD=(GACD

b
olup AC=AD =b ve CB=CD = a olur. VADC : MCBD oldugundan — = 5 2

olup b* + bc olur.
a tc

3. ABC iiggeninde GA4=2GB= 21 olmak iizere C noktasmmn A4 noktasina uzaklig1 ile AB’nin orta
dikmesine olan uzakliginin oraninin @ degerinden bagimsiz oldugunu gosteriniz.

Coziim: AB’nin orta dikmesi BC’yi S noktasinda kessin. C’den orta dikmeye inilen dikme ayagi Q ve
COn AS= R olsun. Bu durumda G SCR= G SBA=(GSAB=GSAC=a olup G CRA= G SAB=a
oldugundan CR = CA’dir. Ayrica QC = QR olacagindan CQ : CA = 1: 2 olur. Bu deger sabit olup 0
degerine bagl degildir.

4. Dar a¢ili ABC {iggeninde 2G ABC = G ACBdir. BC kenari iizerinde alman bir D noktas icin

. y 1 1 1
260 BAD = G ABC ise —— = —* — oldugunu gosteriniz.
BD AB AC

Coziim: BC kenar lizerinde BE = AE olacak sekilde bir E noktas1 alinirsa BE = AE = AC ve BAE
AB _AB _BD _  BD

iicgeninde AD agiortay olur. Bu durumda — = — = = olup
AC AE DE AC- BD

ABAC- ABBD = AC.BDS AB.AC= BD(AB+ AC) § 1 _4B+4C_ 1 1
BD  ABAC 4B AC

5. ABC liggeninde 36 A4+ 20 B= 1 ise d® + be =¢° oldugunu gosteriniz.
A CAd G4
Coziim: G A+ G B=90" - > ve G C=90"+ > olur. AB kenar1 iizerinde AD = AC olacak sekilde

bir D noktas1 alinirsa VABC : VCBD olacagindan BC : BD = BA : BC olup Lb - £ esitliginden a* +
c- a

bc =c? olur.

1 1 1
6. ABC iiggeninde 4.m(C) = 2.m(B) = m(A4) ise <B = i + B0 oldugunu gosteriniz.

7.ABC ili¢geninde BC = 2.AC — 2.4AB dir. BC kenar {izerinde alinan bir D noktasi i¢in 2.m(4DB) =
m(ABD) olmasi i¢in gerek ve yeter sartin BD = 3CD oldugunu gosteriniz.
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8. ABC ii¢geninde G 4 = 3G B ise (a2 — b?)(a — b)=bc? oldugunu gdsteriniz

9. ABC tiggeninde A’nin karsisindaki dis ¢gember merkezi O ve iiggenin ¢evrel ¢emberinin AC yaymin
orta noktast M olsun. MO n BC = P olmak iizere m(BAC) = 2.m(ACB) ise AB = BP oldugunu
gosteriniz.

10. C agisi genis ve A agis1 B agisimin 2 kati olan kenarlar: tamsayill ¢evrece en kiiciik tiggen (28, 16,
33) kenarlarina sahiptir. Kanitlayiniz.

Coziim: Sartlar1 saglayan gevrece en kiigiik liggen yan sekilde verilen ABC tliggeni olsun. 4 i¢
aclortayr BC’yi N’de kessin.
a*=bl(h + ¢)
oldugunu biliyoruz. Burada b ile b + ¢ aralarinda asal olmalidir. Degilse, 1°den farkli bir d ortak
. . b

boleni bulunurdu ve bu ortak boélen a’y1 da bolerdi. Kenarlari %, e 2
benzer hem de daha kiiciik ¢evreli olurdu. Bu ise ABC iiggeninin segilisine uymaz. Buradan bdylece
aralarinda asal b ve b + ¢ sayilarinin tamkare olduklarini ¢ikariyoruz.

olan iiggense hem 4ABC’ye

b=m’b+c=n*a=mn (m nON") olsun. ABC iliggeninde liggen esitsizligi ¢ < a + b’yi, C
agisiin genis olmasi da ¢*> a* + b*’yi veriyor. Bu esitsizlikleri m ve n tiiriinden yazdigimizda
V3 <n/m<2

esitsizligini elde ediyoruz. Bu esitsizlikler m = 1, 2, 3 oldugunda higbir » degeri i¢in saglanmazlar.
Buna gore m >4 ve n* > 3m*> 48 olur, o halde n > 7 olmalidir, dolayisiyla da

a+b+c=mi+n>40+ 7 =177
olmalidir. Sonucta da bahsi gecen en kiiciik ¢evreyi 77 ve buna bagh olarak (a, b, c) degerlerini (28,
16, 33) olarak buluruz.

11. Bir dogru iizerinde 4, B, C ve bagka bir dogru iizerinde A4,, B,, C, noktalar1 verilsin. Eger 4B, // BA,,
AC, // CA,ise BC, // CB, oldugunu gosteriniz.

B Coziim: Eger dogrular paralel ise BC = C\B; olup BCB,\C,
A1 paralelkenar olur. Buradan BC, // CB; olur.
Cl Dogrular paralel olmayip kesim noktalar1 P olsun. Bu durumda
P4 PB PC PA PC PB
p =L ve = 1 olup taraf tarafa garparsak S
PB PA1 PA PC1 PB PC1
A B C
orantisi elde edilir. Bu ise BC, // CB; oldugunu gdsterir.

12. ABCD dortgeninde AD // BC olmak lizere [AD] tizerinde alinan bir £ noktasi i¢cin AE = BC olsun.
AC ve CE, BD’yi sirasiyla O ve P’de kessin. BO = PD ise AD* = BC + AD.BC oldugunu gosteriniz.

B C




S - BO PD
Coziim: BO = PD oldugundan :
OD DP

BC BO 1 ED PD PD
= = — Ve = =
AD OD k BC OB OD
|
k=1+ N yani k* =k + 1 olur. AD =k’ ve BC + AD.BC =1 + k oldugundan AD* = BC + AD.BC olur.

1

olsun. Kolaylik olmast agisindan BC = 1 alalim. Bu

1

1
durumda oldugundan AD = k ve ED-= T olur. Buradan

13. ABC tliggeninin [4D] agiortayi iizerinde alinan bir P noktasinin BC, CA, AB kenarlar1 lizerindeki dik
izdiigtimleri swrasiyla 4,, By, Ci’dir. P4, ile B;C;’in kesim noktast R ise AR’nin BC’yi ortaladigini

gosteriniz.

4 Coziim: AD aciortay oldugundan m(PC,B,) = m(PB,C,)’dir. R’den
gecen BC’ye paralel dogru 4B ve AC’yi sirastyla C; ve B, de kessin.

Bu durumda C,B, / BC olur. m(PCi,C,) = m(PRC,) = 90°

oldugundan m(PC,B,) = m(PB,R) = m(PC\R) = m(PC,B;) olur.

R _3X! m(PB,C) = m(PRB,) = 90° oldugundan m(PB,C)) = m(PB\R) =

2
cr $ m(PB:R) = m(PB,C») olur. Bu durumda (PB:R) = m(PCsR) olup
C,PB, ikizkenardir. PR [ B,C, oldugundan C,R = B,R’dir. (B, //
__ BC oldugu goz oniine alinirsa AR, BC’yi ortalar.
B T\ C

14. Bir d dogrusu lizerinde verilen sirada B, M, N, C noktalar1 i¢cin BM = MN = NC olsun. D dogrusu
iizerinde olmayan bir 4 noktas1 alalim. AC’ye paralel bir dogru [4AB], [AM], [AN]’yi1 swrasiyla D, E, F°de
kessin. EF = 3.DE oldugunu gdosteriniz.

A
Coziim: E ve F’den gecen BC’ye paralel dogrular 4B’yi sirastyla H
é) ve K’de kessin. Ayrica DF, NC’yi G’de kessin. Bu durumda
F
K GC _FA _KF _KF oup KF = 2. GC olur
B C NC NA BN 2NC
M NG EH AE GC _ GC  oldugundan GC = 2.EH olup KF = 4EH
MB AM MC 2.MB
5 DE HE 1 5 ,
olur. HE // KF oldugundan = = — oldugundan EF = 3.DE’dir.
DF KF 4

15. ABC ti¢geninin AB, BC, CA kenarlarin orta noktalar1 sirasiyla D, E, F°dir. BDC agisinin agiortayi
BC’yi M”de, ADC agisinin agiortayt AC’yi N’de kessin. MNn CD= O, EOn AC= P ye FOn BC= 0 jge
CD = PQ oldugunu gosteriniz.

-~ . MB DB AD NA
Coziim: DM ve DN acilortay oldugundan = = =
MC DC DC NC
. MN NC MC .
oldugundan MN // AB’dir. Bu durumda = = “dir. Ayrica
E AB  AC  BC
MB . DB g MB+ MC _DB: DC_ BC _ 4B . Diger taraftan FE =
; Q MC DC MC DC MC MN
ot Y B § FE+ DC _2.FE 112
b AB:2 = DB oldugundan = olup —+ = (*) olur
NM FE DC MN
Ayrica MN // AB ve AD = DB oldugundan OM = ON olup CMN {iggeninde PE ve QF kesenlerine gore
. CP CE C FC CE FC C cpP
Menaleus teoreminden : ve Q. olur. FE // MN oldugundan : olup 9.
ME —~ OM FN ME FN OM PN
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olur. Bu durumda EF // QP dir. AQEF yamugunda —*
FE PQ MN

olur. (*) esitligi géz online alinirsa

CD = PQ olur.

16. ABC ii¢geninin i¢ teget cemberi AC ve BC kenarlarina M ve N’de teget olup merkezi I’dir. Al n
MN =P ise AP [ BP oldugunu gosteriniz.

Coziim: CM = CN oldugundan m(CNM) = 90° — m(C) / 2

olur. Ayrica m(AIB) = 90° + m(C) / 2 oldugundan m(BIP) = 90° —
m(C) / 2 dir. m(CNM) = m(BIP) esitligi BIPN’nin kirig dortgeni
oldugunu gosterir. Dolaysi ile m(BPI) = m(BNI) = 90° olup AP [
BP’dir.

17. ABC tiggeninin i¢ ¢cember merkezi I olup BC ve CA’ya D sirasiyla D ve E’de tegettir. AB ve AC
kenarlarinin orta noktalar1 sirasiyla K ve L olsun. BI’nmin DE ile KL’ nin kesim noktasindan gectigini
gosteriniz.

Coziim: BI n DE = P olsun. P-16’den m(BPA) = 90 olup AK = KB oldugundan AK = KB = KP
olur.Bu durumda m(PBD) = m(PBK) = m(BPK) olup PK // PC’dir. KL // BC oldugu g6z Oniine
alimirsa P noktas1 KL ile DE’nin kesim noktas1 olmalidir.

18. ABC bir tiggen olmak tizere BC iizerinde bir D noktas1 alinsin C, B ile D arasinda olmak tizere ABD
ve ACD tiggenlerinin i¢ cemberlerinin kesim noktalart P ve Q olsun. PQ’nun sabit bir noktadan gectigini
gosteriniz.

Coziim: ABD ve ACD’nin i¢ ¢emberleri BD’ye M ve N’de,,
AD’ye K ve L’de teget olsun. Bu durumda KM // PQ // LN olp
PQ’nn KM ve LN’ye uzakliklar esittir. (*). AB, AC, AD’nin orta
noktalarini birlestiren dogruya d diyelim. KM n d=Xve LN n d
=Y olsun. p-16’den X ve Y noktalar1 ABC ve ACD agilariin
aclortaylarinin d’yi kestigi noktalardir. (*)’dan dolay1 PQ, XY nin
orta noktasindan gecer.

19. ABC f{iggeninin i¢ ¢emberinin p BC, CA, AB kenarlarima teget
oldugu noktalar sirasiyla D, E, F ve 4 ‘ ¢emberin merkezi / olsun. Bl ve CI,
EF’yi sirastyla P ve Q’da kessin. PIQ tiggeninin ¢evrel ¢emberinin
merkezi O ise O, I, D noktalarinin b\ p dogrusal oldugunu gosteriniz.

A Al

4%

F I

Coziim: BQ n CP = R olsun. p- 16’den BR [0 CQ ve CR [J BP
olur. Bu durumda 7 noktas1 BRC ticgeninin diklik merkezi olup RI
0J BC olur. ID U BC oldugundan B n C RI, D noktasinda gecer. Ayrica
PIQ {iggeninin ¢evrel c¢ember merkezi O noktast RI’min orta

noktast oldugundan O, I, D noktalart dogrusaldir.




20. ABC iiggeninin i¢ ¢emberinin merkezi 1 olup i¢ cember BC kenarina T’de tegettir. T’den gecen
[A’ya paralel dogru i¢ gemberi S’de kessin. I¢ ¢emberin S’deki tegeti AB ve AC kenarlarini sirasiyla C,
ve B, de kestigine gore ABC ii¢geni ile AB,C, iiggenlerinin benzer oldugunu gdsteriniz.

Coziim: Al ile BC’nin kesim noktas1 K olmak iizere m(STB) =

m(AKB) = m(C) +@ *dir. Ayrica m(STB) = m(TSC,)"dir.

BTSC, dortgeninde m(SC,B) =360 — (m(B) + m(BTS) + m(TSC,))
olup m(SC,B) = 180 — m(C) olup m(AB,C;) = m(C) olur. Benzer
sekilde m(AB,;C,) = m(B) oldugu gosterilebilir.

21. Bir ABC ii¢geninin i¢ bdlgesinde alinan herhangi bir P noktasindan, {iggenin kenarlarina birer dikme
indirilsin. BC, CA, AB iizerindeki dikme ayaklar1 sirastyla 4,, B,, C, olsun. 4,B,C, iicgenine P
noktasimin pedal iicgeni denir. ABC iicgenine de 4,8,C, liggeninin ters pedal ii¢geni denir.

ABC ii¢geninin i¢ bolgesindeki bir P noktasinin pedal ii¢geni A,B,C, olsun. B,C, = PA-sin A, C,4, =
PB-sin B, A,B, = PC-sin C oldugunu gosteriniz.

Coziim: PB,AC,, PC,BA, ve PA,CB, dortgenlerinin birer kiris dortgeni oldugunu goriiyoruz.

BC,  BC, _ CpP C P

sin 4 sianPCp sinCpoP sinCpAP

oldugundan ilk esitlik kanitlanmis olur. Digerleri de PC,BA, ve PA,CB, kiris dortgenlerinden
faydalanarak benzer sekilde kanitlanir.

23. ABC ii¢geninin P noktasina nazaran pedal ii¢geni P,P,P. olsun. AP ile P.P,’nin orta noktasindan
gecen dogruya d, diyelim. Benzer sekilde d, ve d. dogrulari tanmimlansin. Bu ii¢ dogru noktadastir.

Coziim: AP PP, kirisler dortgeni olup AP’nin orta noktasi ¢evrel ¢emberin merkezi oldugundan d,
dogrusu P.P,’nin orta dikmesidir. Benzer sekilde d, ve d. dogrulan da sirasiyla P,P. ve P,P,’nin orta




dikmesi olup bir iiggenin kenar orta dikmeleri noktadas oldugundan bu ii¢ dogru noktadas olup kesim
noktalar1 da P,P,P, licgeninin ¢evrel cemberinin merkezidir.

22. ABC ii¢geninin P noktasina nazaran pedal ii¢geni P,PyP. ve AP, BP, CP’nin ABC ii¢geninin ¢evrel
cemberini kestigi noktalar swrasiyla A, B,, C, olsun. P,P,P. 1A,B,C,’dir.

Kamt: A4P.PP, ve BP,PP. kirisler dortgeni oldugundan
m(PAP,) = m(PP.P,) ve m(PBP,) = m(PP.P,) olup ayrica
m(PAPy) = m(CC,4,) ve m(PBP,) = m(CC,B;) oldugundan
m(P.) = m(Cy)’dir.

Benzer sekilde m(P,) = m(B,) ve m(P,) = m(A4,) olacagindan
PanPc DAlBlcl’dir.

24. ABC ii¢geninin P noktasina nazaran pedal tiggeni P,P,P.olsun. BP, ABC ti¢geninin ¢evrel
cemberini Q noktasinda kessin. m(P,PyP.) = m(QCP)’dir.

4 Céziim: m(ABQ) = m(ACQ) ve BP.PP, ve CP,PP; kirisler
dortgeni oldugundan m(ABQ) = m(P.P.P) ve m(P.P,P) =
m(P,CP) olup

m(QCP) = m(ACQ) + m(P,CP) = m(P.P,P) + m(P.P,P) =
m(P,PyP.) dir.

25[IMO-1996]. ABC iiggeninin i¢ bolgesinde bir P noktasi alinsin. APB ve APC iiggenlerinin i¢ teget
cemberlerinin merkezleri sirasiyla D ve E noktalar: olsun. Eger m(APB) — m(ACB) = m(APC) —
m(ABC) ise AP, CE ve BD ’nin noktadas oldugunu kanitlayiniz.

Kamt: m(APB) — m(ACB) = m(APC) — m(ABC) = x ve P
noktasiin pedal liggeni P,P,P. olmak iizere m(P,P.P) = m
m(P,P.P) = n olsun.

Bu durumda m(P,PB) = 90 — n, m(PyPA) = 90 — m ve
m(P,PPy) = 180 — m(ACB) oldugundan 90 — m +90 — n +
180 — C +C + x = 360 oldugundan m(P,P.P,) = m + n =x
olup benzer mantikla m(P,P,P;) = x olur. Yani P,P.= P,P,
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) . ) PB  sinC
dir. p-21’den PBssin B = PC-sin C olup —= —
PC sinB

ve ABC iiggeninde siniis teoreminden

AB sinC . AB AC . . . L
i = = 3 oldugundan — = ——"dir. Bu ise APB ve ACP agilarinin agiortaylarinin AP iizerinde
sin

CcP
kesistigini gosterir. Yani AP, CE ve BD noktadagtir.

26. ABC ii¢geninin i¢ bolgesinde AC. BP=AP. BC olacak sekilde bir D noktasi verilsin. Eger m(APB) =
AB.CP _

AC.BP

90 + m(ACB) ise ?

Coziim: P noktasmmin pedal tliggeni P.PyP.
olsun.

m(P,PP,) = 180° — m(ACB) ve m(APB) = 90°
+ m(ACB) oldugundan m(APPy) + m(BPP,) =
90° olup m(PyP.P,) = 90° olmahdir. ABC
icgeninde siniis teoreminden

AC _sinA AC AP <
bl ve —=z=2—  oldugundan
BC sinB BC BP

AP _sind Gy, Ayrica Onsav  1’den
BP sinB

AP = ﬁ ve BP = E olup ﬁ: 1 yani
sin 4 sin B BP
Pe AP = BP olur. Dolayist ile
PP
PF = \/EEP,) = \/EPCPa yazilabilir. Yine p-21’den CP= —* é oldugu goéz Oniine alinirsa,
sin
sin C.—-2
ABCP SInC oy S V2 bulunur
AcBp . BB, "P PP, '
sin B.—/—*
sin B

27IBMO-1993]. ABC ii¢geninin i¢ bolgesinde alina bir P noktasi i¢cin m(BPC) — m(BAC) = o, m(CPA)

sin BAC sin CBA sin ACB
. = PB.—, = PC—; oldugunu
sing sin f§ siny

— m(CBA) = B, m(APB) — m(ACB) = y ise PA.

kanitlayiniz.

Kamit: P noktasindan kenarlara indirilen
dikme ayaklar1 P,, P,, P. olsun. Onsav-1’den
m(PAP,) = m(PP.Py) ve m(PBP,) = m(PP.P,)
olup m(PAPy) + m(PBP,) + m(ACB) = m(APB)
olur. Bu durumda m(PyP.P,) = 7y olacaktir.
Benzer sekilde m(PyP,P.) = a ve m(P,P,P.) =3
yazilabilir. P.PyP. ticgeninde siniis
L _ LE _ BF

- = ——’dir. (1)
siny sing  sinf

Onsav-1 den P,P. = PA.sinBAC, PP, =
PB.sindBC ve P,P, = PC.sinACB olup bu
esitlikler (1)’de yerine yazilirsa istenen
Kanitlanmis olur.

teoreminden




